Sur l'existence d'une prescription d'ordre naturelle projectivement

























Laboratoire des Mathe´matiques et Applications
Faculte´ des Sciences et Techniques
Universite´ de Haute Alsace, Mulhouse





For the space of all differential operators mapping the smooth sections
of a given vector bundle on a manifold to another one over the same
manifold, an ordering prescription (or a symbol calculus) is a real linear
bijection from the space of all principal symbols to the space of differ-
ential operators. Ordering prescriptions are neither unique nor natural
with respect to local diffeomorphisms. P.Lecomte has proposed to take
into account the covariant derivatives used to build ordering prescrip-
tions for the naturality of transformation properties and has conjectured
that there exists an natural ordering prescription for differential opera-
tors between density bundles which in addition is invariant under pro-
jective changes of the covariant derivatives. We prove this conjecture
by constructing a projectively invariant lift of a torsion-free connexion
to a torsion-free connexion on (the positive part of) the total space of
the bundle of all a-densities for nonzero a, by lifting the symbols in a
projectively invariant way by showing them to be in bijection to the
space of all R+-equivariant and divergence-free symmetric tensor fields
on the total space, and by using the standard ordering procedure (‘all
the covariant derivatives to the right’) on the total space. For Ricci-flat
manifolds we show that this ordering prescription coincides –with the
appropiate replacements– with an explicit formula in Rm obtained by
Duval, Lecomte and Ovsienko.
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l’espace de tous les ope´rateurs diffe´rentiables de E
dans E ′. Une ‘prescription d’ordre’ –je m’excuse d’avance pour cette traduc-
tion provisoire de l’expression anglaise ‘ordering prescription’– (ou un calcul














− D est un ope´rateur d’ordre k − 1 si D
e´tait un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre k (et non pas d’ordre k−1) et σ(D) est
son symbole principal. Si on se donne une connexion dans le fibre´ tangent,
une connexion dans E et une connexion dans E ′, et si l’on suit la re`gle ‘toutes
les de´rive´es covariantes a` droite’, on obtient une prescription d’ordre ρs[∇],
appele´e ‘standard’ (voir par exemple [5] ou [6]) : ici, il n’y a pas de de´rive´es
des symboles ; l’application ρs est C
∞(M,R)-line´aire.
Une prescription d’ordre est tre`s importante pour la me´canique quan-
tique : une quantification associe une ‘observable classique’ (un symbol) a`
une ‘observable quantique’ (a` un ope´rateur diffe´rentiel). On y utilise d’autres
prescriptions d’ordre, par exemple celle de Weyl-Moyal ρW [∇] qui consiste
en une syme´trisation des de´rive´es covariantes et des symboles et qui est de
la forme ρW [∇](A) = ρs[∇](e
Div/2A), ou` Div de´signe la divergence covariante
par rapport a` ∇, voir par exemple [5] pour une discussion.
A l’aide d’une prescription d’ordre, on peut retirer la multiplication (en
ge´ne´ral) noncommutative associative des ope´rateurs diffe´rentiels a` l’espace
des symboles : pour certaines prescriptions d’ordre et pour le cas ou` E = E ′ =
M × R on obtient une multiplication associative formelle bidiffe´rentielle sur
l’espace des fonctions de classe C∞ a` valeurs re´elles sur la varie´te´ symplectique
T ∗M . La ge´ne´ralisation de ces multiplications est la the´orie des star-produits,
voir [1] pour sa de´finition, voir [10] et [13] pour la de´monstration de l’existence
au cas symplectique et voir finalement [20] pour l’existence et la classification
a` e´quivalence pre`s dans le cas plus ge´ne´ral d’une varie´te´ de Poisson.
Pour restreindre la multitude des diffe´rentes prescriptions d’ordre, on peut
exiger l’e´quivariance de l’application ρ par l’action d’un groupe ou d’une
alge`bre de Lie : de cette fac¸on, C.Duval, P.Lecomte et V.Y.Ovsienko ont
montre´ l’existence et l’unicite´ ( !) d’une prescription d’ordre sur M = Rm
pour des fibre´s de densite´s qui soit e´quivariante par l’action de l’alge`bre de Lie
sl(m+1,R), voir [12], [23],[21] et [22] : l’action canonique du groupe GL(m+
1,R) se projette sur une action par homographies Φg : x 7→ gx/|gx| (∀g ∈
GL(m + 1,R), ∀x ∈ Sm de la sphe`re Sm de dimension m qui contient Rm
comme domaine d’une carte, par conse´quent les ge´nerateurs infinite´simaux de
cette action de´finissent l’action de sl(m+1,R) sur Rm par certains champs de
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vecteurs quadratiques (dans des coordonne´es approprie´es). Le meˆme re´sultat
de l’existence et de l’unicite´ a e´te´ obtenu par cette e´quipe pour l’alge`bre
de Lie o(p + 1, q + 1) (avec p, q ∈ N et p + q = m) agissant sur Rm par des
transformations conformes infinite´simales, voir [11]. Ensuite, ces re´sultats ont
e´te´ ge´ne´ralise´s a` d’autres espaces homoge`nes, voir [2].
Pour rendre ces re´sultats globaux, Pierre Lecomte a d’abord propose´ dans
plusieurs expose´s de tenir en compte la structure d’une de´rive´e covariante ∇
sur la varie´te´ M –bel exemple du principe de jauge ou couplage minimal des
physiciens– pour de´finir une meilleure fac¸on de transformation par toutes les
diffe´omorphismes locaux : par exemple, pour les fibre´s triviaux E = M ×











quels que soient le diffe´omorphisme local Φ, le symbole A et la fonction de
classe C∞ a` valeurs re´elles sur M . Si on enlevait ∇, il n’y aurait aucune
prescription d’ordre naturelle : a` partir des ope´rateurs diffe´rentiels d’ordre 2
c’est impossible, comme un calcul e´le´mentaire en Rm le montre. La prescrip-
tion d’ordre standard ρs[∇] est certainement naturelle dans le sens (∗). Mais
il y en a d’autres, diffe´rentes de ρs, par exemple la prescription d’ordre de
Weyl pour les demi-densite´s, comme dans [6], p.21, eqn (6.9).
Pour restreindre davantage ces prescriptions d’ordre naturelles, Pierre Le-
comte a propose´ –sans doute inspire´ par l’exemple des prescriptions d’ordre
e´quivariantes par sl(m + 1,R)– de demander que ρ soit invariante par un
changement de connexion ∇ 7→ ∇′, ou` ∇′ est projectivement e´quivalente a`
∇, c.-a`-d. que ∇ et ∇′ ont les meˆmes ge´ode´siques a` re´parame´trage pre`s. Il
a conjecture´ l’existence d’une telle prescription d’ordre. Pour les ope´rateurs
diffe´rentiels d’ordre 2 et 3 c’e´tait de´ja` montre´, voir [7] et [8].
Le but principal de cet article est de de´montrer cette conjecture de Lecomte
de fac¸on ge´ome´trique, c.-a`-d. de construire explicitement une prescription
d’ordre ρL[∇] naturelle et projectivement invariante pour toutes les varie´te´s
de dimension m ≥ 2.
L’ide´e de la construction est simple :
Dans l’exemple de M˜ := Rm+1 \ {0} vu comme fibre´ trivial a` fibre type R+
sur la sphe`re M := Sm, on voit que toutes les bijections line´aires g de Rm+1
pre´servent la connexion canonique ∇˜ plate sans torsion dans M˜ , tandis que les
homographies induites Φg en ge´ne´ral ne pre´servent pas la connexion de Levi
Civita ∇ canonique sur Sm. Quand j’ai entendu parler de l’e´quivariance de
la prescription d’ordre de Duval, Lecomte et Ovsienko, j’ai toute suite voulu
‘relever’ la situation ‘difficile en bas sur Sm’ a` la situation ‘plus simple en haut
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sur Rm+1’ : plus pre´cise´ment, je voulais trouver un rele`vement GL(m+1,R)-
e´quivariant ϕ 7→ ϕ˜ des densite´s sur Sm et un rele`vement GL(m + 1,R)-




donnerait une prescription d’ordre GL(m + 1,R)-e´quivariante, car la pre-
scription d’ordre standard sur Rm+1 l’est e´videmment vue l’invariance de la
connexion ∇˜.
Puisque l’espace des sections, sur lequel les ope´rateurs diffe´rentiels agissent,
est un espace de densite´s, j’ai ge´ne´ralise´ l’exemple, en mettant M˜a e´gal
a` la partie strictement positive de l’espace total du fibre´ des a-densite´s,
|ΛmT ∗M |a. Dans l’exemple a = 1/(m + 1). A l’aide de la multiplication
des nombres re´els strictement positifs –qui existe pour tout fibre´ vectoriel–
M˜a est muni de la structure d’un fibre´ principal a` groupe struturel R+ (qui
est associe´ au fibre´ des repe`res line´aires). Par conse´quent, toute b-densite´ ϕ
se rele`ve en tant que fonction ϕ˜ a` valeurs re´elles e´quivariante par rapport
a` l’action de R+. De plus, toute connexion sans torsion ∇ sur M de´finit
un rele`vement horizontal des champs de vecteurs sur M a` des champs de
vecteurs sur M˜a. En jouant avec les champs releve´s et le champ d’Euler et
en me laissant inspirer par la formule reliant la de´rive´e covariante canon-
ique dans Rm+1 \ {0} et la connexion de Levi Civita sur Sm, j’ai e´te´ surpris
d’avoir construit une connexion sans torsion ∇˜ sur M˜a, qui ne de´pendait que
de la classe projective de ∇, qui e´tait invariant par la multiplication avec des
nombres re´els strictement positifs et qui se transformait bien par l’action des
diffe´omorphismes locaux. Ensuite, il fallait relever les symboles principaux de
manie`re projectivement invariante ; apre`s avoir fait de gros calculs en vain,
la conside´ration suivante m’a donne´ la bonne piste : supposons qu’on ait un
tel rele`vement A 7→ A˜, alors la formule (∗∗) nous donnerait une prescription
d’ordre naturelle projectivement invariante. Mais on aurait pu prendre la pre-
scription d’ordre de Weyl-Moyal ρW [∇˜] dans la formule (∗∗) pour avoir une
autre prescription d’ordre selon Lecomte. Alors si non seulement l’e´nonce´ de
l’existence dans la conjecture de Lecomte, mais encore l’e´nonce´ de l’unicite´
est vrai–ce que je ne sais pas a` pre´sent–, il ne faut pas que l’ope´rateur de
Neumaier N = eD˜iv/2 (qui fait la transition ρs ❀ ρW ) modifie re´ellement les
symboles releve´s. En particulier, on arrive ainsi a` la condition
D˜ivA˜ = 0. (∗ ∗ ∗)
Je me suis aperc¸u que cette condition, qui e´videmment ne de´pend que de ∇˜,
c.-a`-d. de la classe projective de∇, –plus une certaine R+-e´quivariance– suffit
pour de´finir le rele`vement des symboles souhaite´ et de donner des formules
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explicites pour le cas ou` une varie´te´ est munie d’une connexion sans torsion
pour laquelle la partie syme´trique du tenseur de Ricci s’annule.
Le premier paragraphe rappelle les de´finitions des prescriptions d’ordre
et leur e´quivariance par rapport aux actions de groupes et d’alge`bres de Lie.
Le deuxie`me paragraphe est consacre´ a` la de´finition des prescriptions d’or-
dre naturelles. Pour pouvoir traiter d’autres fibre´s que ceux de b-densite´s, j’ai
choisi comme cadre la the´orie des fibre´s et ope´rateurs naturels, de´veloppe´e par
Palais, Terng, Epstein, Thurston, Kola´rˇ, Michor et Slova´k : le livre [19] e´crit
par ces trois derniers auteurs est surtout recommandable et j’ai essaye´ d’u-
tiliser leur notation. Dans l’appendice B, j’ai e´nume´re´ quelques constructions
pour fixer la notation. Les fibre´s naturels sont grosso modo des fibre´s qui ont
un caracte`re fonctoriel, c.-a`-d. qui permettent de relever des diffe´omorphismes
locaux, commeM 7→ TM ouM 7→ SkTM ou QτP
1M (le fibre´ affine dont les
sections sont des connexions d’ordre q surM qui se projettent sur des connex-
ions sans torsion dans le fibre´ tangent de M). Un ope´rateur naturel est une
collection d’applications locales (parame´tre´e par toutes les varie´te´s de dimen-
sion m) entre l’espace de sections du premier fibre´ naturel dans l’espace de
sections du deuxie`me fibre´ naturel, qui ‘commutent avec pull back’. Une pre-
scription d’ordre naturelle pour des ope´rateurs diffe´rentiels entre deux fibre´s
naturels F et F ′ est interpre´te´e comme une collection d’ope´rateurs naturels
entre les fibre´s naturels QτP
q×
(
SkT ⊗Hom(F, F ′)
)
et Hom(Jk ◦F, F ′), ou`
Jk est le fibre´ naturel des jets (de sections) d’ordre k. Alors, je suppose la lo-
calite´ a priori, contrairement a` Duval, Lecomte et Ovsienko, qui la de´duisent
de l’e´quivariance. Ensuite, je donne la construction du fibre´ principal M˜a en
paragraphe 3 : ici il me faut quelques notions de la the´orie des fibre´s princi-
paux, pour laquelle les sources principales sont [15], [16] et [19]. J’ai donne´
un petit aperc¸u de ces notions dans l’appendice A. Le quatrie`me paragraphe
rappelle la notion des connexions projectivement e´quivalentes et formule une
ge´ne´ralisation de la conjecture de Lecomte pour d’autres fibre´s naturels F
et F ′ d’ordre 1. Le cinquie`me paragraphe est consacre´ a` la construction du
rele`vement naturel projectivement invariant ∇ 7→ ∇˜. Je de´montre que ce
rele`vement est unique : la de´monstration tre`s longue de l’unicite´ dans laque-
lle j’utilise la the´orie des ope´rateurs naturels est envoye´e dans l’appendice C.
Dans la dernie`re partie du cinquie`me paragraphe, je discute l’exemple clef
de la sphe`re Sm. Dans le sixie`me paragraphe, le rele`vement naturel projec-
tivement invariant des symboles est traite´, en analysant l’e´quation (∗ ∗ ∗)
de divergence nulle sur M˜a : ces symboles sont des champs de tenseurs
syme´triques tensorise´s avec des c-densite´s, et il s’ave`re que le rele`vement
par cette me´thode n’est pas possible pour tous les nombres re´els c : on doit
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| j ∈ N
}
qui figurent aussi dans [21] et [22]. Le septie`me paragraphe donne une re´ponse
positive a` la conjecture de Lecomte, en construisant explicitement la prescrip-
tion d’ordre ρL a` l’aide de l’e´quation (∗∗) (the´ore`me 7.1). Ensuite on de´rive
une formule explicite pour le cas ou` la partie syme´trique du tenseur de Ricci
s’annule. Paragraphe 8 traite les prescriptions d’ordre e´quivariantes : si l’ac-
tion d’un groupe releve´e de M a` M˜a pre´serve la connexion releve´e ∇˜, alors
ρL[∇] est e´quivariante (Corollaire 8.1). L’application de ce re´sultat ge´ne´ral
a` l’exemple de la sphe`re Sm donne ainsi une explication ge´ome´trique pour
l’existence d’une prescription d’ordre GL(m+1,R)/R+-e´quivariante sur Sm,
et donc l’existence d’une prescription d’ordre sl(m + 1,R)-e´quivariante sur
Rm. Dans la dernie`re section j’e´nume`re quelques proble`mes ouverts qui me
semblent inte´ressants.
Notations
Les notations sont ou bien directement explique´es ou bien contenues dans
un des appendices. P rM de´signe le fibre´ principal de tous les jets en 0 d’ordre
r inversibles des applications Rm → M . P 1M est le fibre´ principal de tous
les repe`res line´aires. QτP
qM de´signe le fibre´ affine de toutes les connexions
principales de P qM qui se projettent sur le fibre´ QτP
1M de toutes les con-
nexions sans torsion dans le fibre´ tangent. Pour un entier k, le fibre´ de tous
les jets d’ordre k des sections d’un fibre´ (vectoriel) E sur M est note´ par
JkE.
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1 Prescriptions d’ordre
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m. Pour un entier positif
k soit SkTM (resp. SkT ∗M) le fibre´ des k-vecteurs syme´triques (resp. le fibre´
des k-formes syme´triques) : pour k = 0 le fibre´ S0TM :=M×R =: S0T ∗M et
SkTM (resp. SkT ∗M) est le sous-fibre´ de la ke`me puissance tensorielle de TM
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(resp. T ∗M) qui soit invariant par l’action naturelle du groupe syme´trique
d’ordre k, Sk. On peut regarder les sections de classe C
∞ de SkTM (resp. de
SkT ∗M), c.-a`-d. les champs de k-vecteurs syme´triques (resp. les champs de
k-formes syme´triques), comme des application k-line´aires syme´triques sur
l’espace de toutes les 1-formes (resp. sur l’espace de tous les champs de
vecteurs). On rappelle la multiplication syme´trique ∨ de A1 ∈ Γ
∞(SkTM)

















ασ(k+1), . . . , ασ(k+l)
)
(1.1)
ou` α1, . . . , αk+l ∈ Γ
∞(T ∗M) et on a utilise´ la convention du livre de Greub,
[14]. Une formule analogue duale est vraie pour le produit syme´trique d’une
k-forme syme´trique et d’une l-forme syme´trique. Il est bien connu que ∨












alge`bre commutative associative gradue´e. Soit X un champ de vecteurs et γ
une l-forme syme´trique. On rappelle le produit inte´rieur(
i(X)γ
)(




X,X1, . . . , Xl−1
)
(ou` X1, . . . , Xl−1 ∈ Γ
∞(TM)) pour l ≥ 1 et i(X)γ := 0 lorsque l = 0. Le





A := X1 ∨ · · · ∨Xk on de´finit
i(A)γ = i(X1 ∨ · · · ∨Xk)γ := i(X1) · · · i(Xk)γ (1.2)
qui se prolonge de fac¸on naturelle en un produit inte´rieur de i : Γ∞(STM)×
Γ∞(ST ∗M) → Γ∞(ST ∗M). Pour A1, A2 ∈ Γ
∞(STM) on a e´videmment la
proprie´te´ de module suivante :
i(A1 ∨A2) = i(A1)i(A2). (1.3)
En e´changeant les roˆles de Γ∞(STM) et Γ∞(ST ∗M) on obtient par dualite´
un produit inte´rieur de i : Γ∞(ST ∗M)× Γ∞(STM)→ Γ∞(STM).
Soient τ : E → M et τ ′ : E ′ → M deux fibre´s vectoriels sur M .
Alors l’espace des sections Γ∞(ST ∗M ⊗E) := ⊕∞k=0Γ
∞(SkT ∗M ⊗ E) est un
Γ∞(ST ∗M)-module de fac¸on naturelle, et on prolonge les produits inte´rieurs
de Γ∞(STM) a` Γ∞(ST ∗M⊗E). En outre, pour les sections dans Γ∞
(
STM⊗
ST ∗M ⊗Hom(E,E ′)
)
il y a un produit inte´rieur de´fini par
i(γ ⊗ A⊗ φ)
(












quels que soient A,A′ ∈ Γ∞(STM), φ ∈ Hom(E,E ′), γ, γ′ ∈ Γ∞(ST ∗M) et
ψ ∈ Γ∞(E).
Soit maintenant ∇TM une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent, et
on utilise le meˆme symbole ∇TM pour sa prolongation naturelle aux espaces
de sections Γ∞(STM) et Γ∞(ST ∗M). Soit ∇E une connexion dans E, et soit
∇ la connexion dans l’espace des sections Γ∞(E⊗ST ∗M) forme´e de ∇TM et
∇E . On rappelle la diffe´rentielle syme´trique D par rapport a` ∇TM (et ∇E) :













Xσ(2), . . . , Xσ(l+1)
)
. (1.5)
Pour le cas E = M × R la diffe´rentielle syme´trique D est une de´rivation de




. En ge´ne´ral, D est une de´rivation du
Γ∞(ST ∗M)-module Γ∞(E ⊗ ST ∗M), c.-a`-d. :
D(β ∨ γ) = (Dβ) ∨ γ + β ∨ (Dγ) (1.6)
quels que soient les e´lements β ∈ Γ∞(ST ∗M) et γ ∈ Γ∞(E ⊗ STM). On
de´finit la divergence covariante par rapport a` ∇, e´crite Div, par l’application
line´aire Γ∞(STM ⊗E)→ Γ∞(STM ⊗ E) de degre´ −1 donne´e par
DivA := i(1)DA (1.7)
ou` A ∈ Γ∞(STM ⊗ E), et l’application identique 1 appartenant a` l’espace
Hom(TM, TM)⊗Hom(E,E) est conside´re´e comme e´le´ment de l’espace des
sections Γ∞(S1T ∗M⊗S1TM⊗Hom(E,E)) de fac¸on naturelle. A l’aide d’une
base locale ∂1, . . . , ∂m du fibre´ tangent et sa base duale dx
1, . . . , dxm on peut


















On rappelle qu’un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre k de E dans E ′ est une
application line´aire D : Γ∞(E)→ Γ∞(E ′) qui satisfait la condition suivante :
dans toute carte
(
U, (x1, . . . , xm)
)
telle que la restriction des fibre´s a` U , E|U
et E ′|U , soient trivialisables on a pour tout ψ ∈ Γ
∞(E) (ou` e1, . . . , eK ∈
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e′1, . . . , e
′






















j sont des fonctions de classe C
∞ sur U a` valeurs re´elles ou
complexes (de´pendant de la nature des fibre´s vectoriels E et E ′). L’espace de





De´finition 1.1 Soient M,E,E ′,∇,∇E les structures de´finies ci-dessus. La
pre´scription d’ordre standard (par rapport a`∇ et∇E), e´crite ρs, est l’applica-





















et ψ ∈ Γ∞(E).
Si l’on regarde les diffe´rentielles syme´triques ite´re´es en coordonne´es on voit
aise´ment que ρs est bien de´finie et bijective. De plus, il est bien connu que
pour chaque ope´rateur diffe´rentiel D non nul la composante non nulle du
plus haut degre´ de ρ−1s (D) ne de´pend pas de la connexion choisie : ceci est
appele´ le symbole principal de D.
De´finition 1.2 Soient E et E ′ deux fibre´s vectoriels sur une varie´te´ dif-










telle que pour chaque ope´rateur diffe´rentiel D non nul la composante non
nulle du plus haut degre´ de ρ−1(D) co¨ıncide avec le symbole principal de D.
A part la prescription d’ordre standard il y a d’autres pre´scriptions d’ordre
motive´es par la me´canique quantique, voir par exemple [5] et [6] : a` l’aide de
la divergence covariante (1.7) on peut former l’ope´rateur de Neumaier
















Soit G un groupe de Lie (ou` g de´signe son alge`bre de Lie) et soient
Φ : G×M →M , ΦE : G×E → E et ΦE
′
: G×E ′ → E ′ des actions a` gauche

























les applications Φ(g, ),ΦE(g, ) et ΦE
′
(g, ) pour g ∈ G on peut retirer les





















De´finition 1.3 Soient G,Φ,ΦE et ΦE
′
comme de´finies ci-dessus. Une pre-













Bien suˆr, il y a une version infinite´simale de cette G-e´quivariance que l’on
obtient en mettant g = exp(tξ) avec t ∈ R et ξ ∈ g et en diffe´rentiant
l’e´quation (1.12) par rapport a` t en t = 0 :
Une action a` gauche φ de l’alge`bre de Lie g sur M est un antihomomor-
phisme d’alge`bres de Lie g→ Γ∞(TM), e´crit ξ 7→ ξM , ou` [ξM , ηM ] = −[ξ, η]M
quels que soient ξ, η ∈ g. Une action a` gauche de g sur le fibre´ vectoriel
E (compatible avec l’action a` gauche φ de g sur M) est un antihomomor-













ξ ), tel que de plus φ
E
ξ (τ





que soient ξ ∈ g, f ∈ C∞(M,R), ϕ ∈ Γ∞(E). Lorsque φE et φE
′
sont deux
actions a` gauche de g sur les fibre´s vectoriels E et E ′, respectivement, com-
patibles avec l’action a` gauche φ, on a une action a` gauche φ(k) de g sur le
fibre´ vectoriel SkTM ⊗Hom(E,E ′) de´finie par(
φ
(k)






X1 ∨ · · · ∨ [ξM , Xl] ∨ · · · ∨Xk ⊗ B(ϕ)












quels que soient ξ ∈ g, X1, . . . , Xk ∈ Γ
∞(TM), B ∈ Hom(E,E ′) et ϕ ∈
Γ∞(E).
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De´finition 1.4 Soient g, φ, φE,φE
′
et φ(k) comme de´finies ci-dessus. Une























2 Prescriptions d’ordre naturelles
Dans l’appendice on a donne´ un rappel de la the´orie des fibre´s principaux
et des fibre´s et ope´rateurs naturels d’apre`s les ouvrages [15],[16] et surtout
[19] pour fixer la notation et quelques e´quations importantes.
On peut maintenant donner la de´finition d’une prescription d’ordre na-
turelle qui sera une le´ge`re ge´ne´ralisation d’une de´finition donne´e par P.B.A.
Lecomte :
De´finition 2.1 (P.B.A. Lecomte) Soient F et F ′ deux foncteurs de fibre´s
vectoriels d’ordre r et r′, respectivement, et soit q := max(r, r′). Pour une
varite´te´ diffe´rentiable M de dimension M et une 1-forme de connexion dans
Γ∞(QτP
qM) on a toujours la connexion induite ∇TM sans torsion dans le
fibre´ tangent et les connexions induites ∇FM et ∇F
′M dans les fibre´s vectoriels
associe´s FM et F ′M . Pour tout entier positif k on conside`re les foncteurs








k ◦ F, F ′).
Une prescription d’ordre naturelle est une collection d’ope´rateurs naturels
d’ordre fini ρ =
(





telle que pour toute varie´te´ M de
dimension m et pour toute 1-forme de connexion ω dans P qM l’application







dans D(FM,F ′M) suivante






et f := f0 + · · ·+ fr, alors
ρM [∇](f) := ρ
0
M(ω, f0) + · · ·+ ρ
k
M(ω, fk). (2.1)
ou` ∇ de´signe la connexion induite par ∇TM ,∇FM et ∇F
′M dans les fibre´s
SkTM ⊗Hom(FM,F ′M).
Grosso modo, une prescription d’ordre naturelle est une prescription d’ordre
de´pendant d’une connexion qui se transforme ‘bien’ quand on applique des
diffe´omorphismes locaux. On va expliciter ce changement : soit Φ : M → N
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une immersion entre deux varie´te´s diffe´rentiables de dimension m, soit ∇′ la
connexion dans les fibre´s SkTN ⊗ Hom(FN, F ′N) re´sultant d’une 1-forme
de connexion ω′ dans le fibre´ P qN comme ci-dessus, soit ϕ′ une section dans




















ou` Φ∗∇′ de´signe la connexion dans les fibre´s SkTM ⊗ Hom(FM,F ′M) in-
duite par la 1-forme de connexion (P qΦ)∗ω′ retire´e.
L’exemple le plus important pour une telle prescription d’ordre est le suivant :
Corollaire 2.1 Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m. Soient
les fibre´s vectoriels E et E ′ sur M les objets FM et F ′M des foncteurs de
fibre´s vectoriels d’ordre r et r′, F et F ′, respectivement, soit ω une connexion
dans le fibre´ P qM (ou` q := max(r, r′)) induisant les connexions ∇TM sans
torsion dans TM , ∇E dans E et ∇E
′
dans E ′ et soit ∇ la connexion induite
dans les fibre´s SkTM ⊗Hom(E,E ′).
Alors la collection de toutes les prescriptions d’ordre standard ρs[∇] (voir la
de´finition 1.1) de´termine une prescription d’ordre naturelle.
3 Fibre´ (principal) de densite´s
Pour la notation de la the´orie des fibre´s principaux on peut consulter
l’appendice.
Soit a ∈ R. On rappelle la de´finition du fibre´ des a-densite´s sur M , note´
τa : |ΛmT ∗M |a → M : ce fibre´ est le fibre´ vectoriel associe´ a` P 1M a` fibre
type R ou` l’action du groupe structurel GL(m,R) de P 1M est donne´e par
GL(m,R)× R→ R : (g, λ) 7→ | det g|−aλ. (3.1)
Alors
|ΛmT ∗M |a := P 1M ×GL(m,R) R. (3.2)
On va noter qa : P 1M × R → |ΛmT ∗M |a : (p, λ) 7→ qa(p, λ) la projection
canonique. Les sections de classe C∞ de |ΛmT ∗M |a sont dites les a-densite´s
de M . Dans le cas a = 0 l’application canonique
|ΛmT ∗M |0 →M × R : q0(p, λ) 7→ (π10(p), λ)
est un isomorphisme de fibre´s vectoriels bien de´fini, alors les 0-densite´s s’iden-
tifient de fac¸on naturelle aux fonctions de classe C∞ a` valeurs re´elles. Puisque
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toute varie´te´ peut eˆtre munie d’une me´trique riemannienne g (a` laquelle cor-
respond une fonction GL(m,R)-e´quivariante fg : P
1M → Rn∗ × Rn∗) il
s’ensuit que tout fibre´ |ΛmT ∗M |a admet une section |g|a/2 non nulle dont sa
fonction e´quivariante est de´finie par
f|g|a/2(e1, . . . , em) := | det g(ei, ej)|
a
2 (3.3)
ou` (e1, . . . , em) =: p ∈ P
1M . Par conse´quent, tous les fibre´s |ΛmT ∗M |a sont
trivialisables : soit σ une a-densite´ non nulle, par exemple |g|a/2. On conside`re
l’application
Kσ :M × R→ |Λ
mT ∗M |a : (x, λ) 7→ σ(x)λ (3.4)
qui donne e´videmment un isomorphisme de fibre´s vectoriels. Pour a 6= 0 cette
trivialisation de´pend en ge´ne´ral de la section σ.
En tant que fibre´ associe´ du fibre´ des repe`res line´aires, l’association M 7→








(pour une immersion Φ
entre deux varie´te´s M et N de dimension m) est un foncteur de fibre´s vec-
toriels.
La multiplication des nombres re´els induit une multiplication fibre-par-
fibre sur les fibre´s de densite´s : qa(p, λ)qb(p, λ′) := qa+b(p, λλ′) quels que
soient a, b, λ, λ′ ∈ real, p ∈ P 1M , alors
|ΛmT ∗M |a × |ΛmT ∗M |b → |ΛmT ∗M |a+b ∀a, b ∈ R. (3.5)
Par conse´quent, la multiplication avec un e´le´ment y ∈ |ΛmT ∗M |a avec τa(y) =
x ∈ M de´finit un homomorphisme de la fibre sur x de |ΛmT ∗M |b dans la
fibre sur x de |ΛmT ∗M |a+b. D’un autre cote´, puisque le fibre´ de tous les ho-
momorphismes, Hom(|ΛmT ∗M |a, |ΛmT ∗M |b) est un fibre´ associe´ de P 1M a`
fibre type Hom(R,R) ∼= R ou` la repre´sentation de GL(m,R) est donne´e par
(g, λ) 7→ | det g|a| det g|−bλ, alors
Hom(|ΛmT ∗M |a, |ΛmT ∗M |b) ∼= |ΛmT ∗M |b−a ∀a, b ∈ R. (3.6)
On de´finit la partie ouverte M˜a de |ΛmT ∗M |a suivante :
M˜a := P 1M ×GL(m,R) R
+ (3.7)
ou` G := R+ est l’ensemble de tous les nombres re´els strictement positifs et
l’action de GL(m,R) est comme dans eqn(3.1). On note la restriction de qa
a` P 1M × R+ et la restriction de τa a` M˜a par les meˆmes symboles qa et τa,
respectivement.
Proposition 3.1 Pour tout re´el a il vient :
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1. M˜a munie de l’action droite du groupe multiplicatif R+ donne´e par








s := qa(p, λs)
et de la projection τa : M˜a →M est un fibre´ principal sur M a` groupe
structurel R+. De plus, le champ fondamental 1∗ est e´gal a` la restriction
du champ d’Euler E de |ΛmT ∗M |a (dont le flot Gt est donne´ par y 7→
yet).
2. L’application
Ξa : P 1M → M˜a : p 7→ qa(p, 1)
est un morphisme de fibre´s principaux sur M induisant l’homomor-
phisme ξa : GL(m,R) → R+ : g 7→ | det g|−a et l’application identique
sur M . Ξa est une submersion surjective si et seulement si a 6= 0.
3. Soit b ∈ R et a 6= 0. Alors le fibre´ |ΛmT ∗M |b s’obtient comme fibre´
associe´ au fibre´ principal M˜a a` fibre type R ou` l’action du groupe R+×
R→ R est donne´e par
(λ, s) 7→ λ
b
a s.
On va noter q˜ab : M˜
a × R → |ΛmT ∗M |b pour la projection. En parti-




on associe une fonction
ϕ˜ : M˜a → R qui est (− b
a
)-e´quivariante dans le sens suivant :
ϕ˜(yλ) = λ−
b
a ϕ˜(y) ∀y ∈ M˜a, ∀λ ∈ R+
En notant l’inverse de l’application t 7→ q˜ab (y, t) = s de R dans la fibre
|ΛmT ∗M |bx par t = y





De´monstration: 1. M˜a est un ouvert du fibre´ vectoriel |ΛmT ∗M |a, et en utilisant
la de´finition de M˜a on voit qu’une trivialisation locale de |ΛmT ∗M |a induit une
trivialisation locale de M˜a dont la fibre type est e´gale R+. En outre, la multipli-
cation des fibres par les nombres re´els strictement positifs dans le fibre´ vectoriel
|ΛmT ∗M |a (qui peut toujours eˆtre exprime´e en termes de la projection qa) induit
une action droite du groupe R+ sur M˜a qui est libre parce que M˜a ne rencontre





est de´finie par π10(p) il est clair que Ξ
a pre´serve les fibres
induisant l’application identique sur M . De plus, pour tout g ∈ GL(m,R) :
Ξa(pg) = qa(pg, 1) = qa(p, |det g|−a1) = qa(p, 1)|det g|−a = Ξa(p)|det g|−a.
ce qui prouve toutes les proprie´te´s d’homomorphismes. Soit λ > 0. Si a 6= 0 il
existe un s > 0 tel que λ = s−ma = |det(s1)|−a ou` 1 de´signe la matrice identique
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dans GL(m,R), d’ou` qa(p, λ) = qa(pg, 1) = Φa(pg) avec g := s1. Alors Ξa est
surjective. Puisque Φa pre´serve les fibres, il suffit de prouver la surjectivite´ de son
application tangente sur les vecteurs verticaux : soit b ∈ gl(m,R) et b∗ le champ





















et le membre droit ne s’annule pas si b est un multiple non nul de la matrice
identique. Donc Ξa est une submersion si a 6= 0. Par contre, si a = 0, alors
Ξ0(pg) = Ξ0(p) quel que soit g ∈ GL(m,R) et Ξ0 n’est pas surjective.
3. Il existe une unique fonction fϕ : P
1M → R de classe C∞ telle que fϕ(pg) =
|det g|bfϕ(p). Soit y := q
a(p, s) ∈ M˜a. Graˆce a` l’e´quivariance de fϕ il vient que la








et a l’e´quivariance e´nonce´e. Le fait que |ΛmT ∗M |b s’obtient comme fibre´ associe´
de M˜a se de´montre de manie`re analogue. ✷
De´finition 3.1 Le fibre´ principal (M˜a, τa,M,R+) est dit le fibre´ principal
des a-densite´s sur M .
Si σ est une section non nulle du fibre´ |ΛmT ∗M |a, alors ou bien σ ou bien −σ
est une section de M˜a. Dans le premier cas (comme par exemple pour |g|a/2)
la restriction a` M˜a de l’application Kσ (voir (3.4)) donne un isomorphisme
du fibre´ principal trivial M × R+ avec M˜a.
Soit Φ : M →M ′ une immersion ou`M,M ′ sont des varie´te´s diffe´rentiables
de dimension m. Pour tout a ∈ R on de´finit une application Φ˜a : M˜a → M˜ ′
a










quels que soient p ∈ P 1M,λ ∈ R+. On a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1 L’association F˜ a :Mfm → FM de´finie par M 7→ M˜
a (voir
eqn 3.7) et Φ 7→ Φ˜a (voir eqn 3.9) est un foncteur de fibre´s. De plus, tout Φ˜a
est une immersion, alors F˜ a de´finit un foncteur de Mfm dans Mfm+1.
De´monstration: Puisque P 1Φ : P 1M → P 1M ′ est un morphisme de fibre´s prin-
cipaux il vient que P 1Φ(pg) = P 1Φ(p)g quel que soit g ∈ GL(m,R), alors l’appli-
cation Φ˜a est bien de´finie et un morphisme de fibre´s principaux. Le dernier e´nonce´
est vraie pour tous les foncteurs de fibre´s. ✷
Pour calculer Φ˜a on peut utiliser une section non nulle σ de M˜a :
14
Lemme 3.1 Avec les notations mentionne´es ci-dessus, soit fΦ la fonction
de classe C∞ a` valeurs re´elles strictement positives sur M de´finie par fΦσ :=















est un e´le´ment de la fibre de M˜a sur Φ(x),
alors il existe une fonction gΦ de classe C
∞ a` valeurs re´elles strictement positives












. La de´fintion de Φ∗σ montre
que gΦ = f
−1
Φ . ✷
Soit ω une 1-forme de connexion sur P 1M et ∇ la connexion dans le fibre´
tangent associe´e. Puisque l’homomorphisme Ξa : P 1M → M˜a induit l’appli-
cation identique sur la base M , il existe une unique 1-forme de connexion ωa









∀p ∈ P 1M, v ∈ TpP (3.11)
car Teξ = Te| det |
−a = −atr. La varie´te´ M˜a est un ouvert de l’espace total
|ΛmT ∗M |a, et le sous-fibre´ horizontal HM˜a de TM˜a de´finie par la 1-forme de
connexion ωa co¨ıncide avec la restriction du sous-fibre´ horizontalH|ΛmT ∗M |a
de T |ΛmT ∗M |a induit par celui qui est de´fini par la 1-forme de connexion
ω sur P 1M . Donc les restrictions a` M˜a des rele`vements horizontaux Xh et
Y h des champs de vecteurs X et Y sur M a` |ΛmT ∗M |a co¨ıncident avec les
rele`vements horizontaux Xh et Y h a` M˜a Soit trR la trace du tenseur de
courbure de ∇, c.-a`-d. (trR)x(v, w) := trace
(
z 7→ Rx(v, w)z
)
quels que soient
x ∈ M , v, w, z ∈ TxM .
Lemme 3.2 Soient X, Y deux champs de vecteurs sur M et Xh, Y h leurs
rele`vements horizontaux a` M˜a. Alors
[Xh, Y h] = [X, Y ]h + a(trR)(X, Y )E. (3.12)
De´monstration: D’apre`s l’e´quation (A.1) et le fait que le champ d’Euler est le
champ fondamental 1∗ il faut montrer que Ωa(Xh, Y h) = −a(trR)(X,Y ). Soient
XH et Y H les rele`vements horizontaux de X,Y a` P 1M . Il vient que XH et Xh
sont Ξa-lie´s, c.-a`-d. TpΞ
a XHp = X
h
Ξ(p) ∀p ∈ P
1M , et l’on a
Ωa(Xh, Y h)Ξa(p) = dω
a
Ξa(p)(X































4 Connexions projectivement e´quivalentes
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m.
De´finition 4.1 Deux connexions ∇ et ∇′ dans le fibre´ tangent de M sont
dites projectivement e´quivalentes (que l’on note ∇′ ∼ ∇) lorsqu’il existe une
1-forme α ∈ Γ∞(T ∗M) telle que
∇′XY = ∇XY + α(X) Y + α(Y )X. (4.1)
quels que soient les champs de vecteurs X, Y ∈ Γ∞(TM).
Il est e´vident que ∼ est une relation d’e´quivalence, et on appelle la classe
d’e´quivalence de ∇ la classe projective de ∇. Une classe d’e´quivalence de
connexions sans torsion est e´galement dite une structure projective sur M ,
voir [17], p.147, Prop. 7.2.
Proposition 4.1 Soient ∇ et ∇′ deux connexions sans torsion sur M . Alors
les deux e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
1. ∇ et ∇′ sont projectivement e´quivalentes.
2. ∇ et ∇′ ont les meˆmes ge´ode´siques a` re´parame´trage pre`s dans le sens
suivant : soit x ∈ M , Ux un voisinage ouvert de l’origine de l’espace
tangent TxM , qui est dans l’intersection des domaines des applications
exponentielles de ∇ et ∇′, et v ∈ Ux ; alors pour tout triplet (x, Ux, v)
il existe ǫ, ǫ′ > 0, 0 < c, c′ ∈ R et un diffe´omorphisme g : I :=]− ǫ, c[→
I ′ :=] − ǫ′, c′[ avec g(0) = 0 et (dg/dt)(0) = 1 tel que la ge´ode´sique
γ : I → M par rapport a` ∇ e´manant de x a` vitesse initiale v est
donne´e par γ′ ◦ g ou` γ′ est la ge´ode´sique I ′ → M par rapport a` ∇′
e´manant de x a` vitesse initiale v.
De´monstration: Soit S ∈ Γ∞(TM ⊗ T ∗M ⊗ T ∗M) le champ de tenseur de´fini
par S(X,Y ) := ∇′XY − ∇XY . Puisque ∇ et ∇
′ sont de torsion nulle, le champ
S est syme´trique, S(X,Y ) = S(Y,X). Soit γ′ : I ′ → M une courbe de classe C∞
et g : I → I ′ de classe C∞. Pour une courbe donne´e c : I → M , on rappelle son








ou` c∗∇ est la connection ∇ retire´e a` c∗TM (la restriction du fibre´ tangent a` c)
et la vitesse dcdt est conside´re´e comme une section de c
∗TM . Bien suˆr, c est une



































Si l’e´nonce´ 1. est satisfait, et si γ′ est une ge´ode´sique de ∇′, alors le membre droit














=: g¨ − 2F (g)g˙2









F (y)dydx = t
est inversible pour donner une fonction g de classe C∞ a` valeurs re´elles de´finie
sur un intervalle ouvert contenant 0 qui satisfait l’e´quation diffe´rentielle 0 = g¨ −
2F (g)g˙2 et les conditions initiales g(0) = 0 et g˙(0) = 1. Alors, autour de 0 la
fonction g est un diffe´omorphisme, et la courbe re´parame´tre´e γ = γ′ ◦ g est une
ge´ode´sique de ∇.
Si l’e´nonce´ 2. est vrai, alors les courbes γ et γ′ sont des ge´ode´siques, et pour t = 0
l’equation (4.2) entraˆıne que Sx(v, v) est proportionnel a` v pour tout v ∈ TxM .
On obtient l’e´quation alge´brique Sx(v, v) ∧ v = 0 ∀v ∈ TxM qui donne apre`s une
polarisation
0 = Sx(v1, v2) ∧ v3 + Sx(v3, v1) ∧ v2 + Sx(v2, v3) ∧ v1 ∀v1, v2, v3 ∈ TxM






(trSx)(v1) v2 + (trSx)(v2) v1
)
∀v1, v2 ∈ TxM
ou` (trSx)(v1) := trace
(
v 7→ Sx(v1, v)
)
. Ceci montre que S est de la forme (4.1) ou`
la 1-forme α est donne´e par 1m+1 trS. Par conse´quent, ∇
′ ∼ ∇. ✷
Pour une connexion sans torsion ∇ dans le fibre´ tangent on rappelle les
de´finitions pour le tenseur de courbure R ∈ Γ∞(TM ⊗ T ∗M ⊗ Λ2T ∗M),
la trace de la courbure trR ∈ Γ∞(Λ2T ∗M) et le tenseur de Ricci Ric ∈
Γ∞(T ∗M ⊗ T ∗M) ou` X, Y, Z ∈ Γ∞(TM) :
R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (4.3)
(trR)(X, Y ) := trace
(
Z 7→ R(X, Y )Z
)
(4.4)
Ric(Z, Y ) := trace
(
X 7→ R(X, Y )Z
)
(4.5)
De la premie`re identite´ de Bianchi (0 = R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y )
on de´duit
(trR)(X, Y ) = Ric(X, Y )− Ric(Y,X). (4.6)
Dans la proposition suivante on calcule ces champs de tenseurs pour une
connexion ∇′ qui soit projectivement e´quivalente a` ∇ :
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Proposition 4.2 Soit ∇ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent
de M , α une 1-forme, et ∇′ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent
de M qui soit projectivement e´quivalente a` ∇ via α, voir eqn (4.1).
Alors on les formules suivantes qui relient les tenseurs de courbure R de ∇
et R′ de ∇′, leurs traces trR et trR′ et les tenseurs de Ricci Ric et Ric′ ou`
X, Y, Z sont des champs de vecteurs :
R′(X, Y )Z = R(X, Y )Z + α(Y )α(Z)X − α(X)α(Z)Y(
(∇Xα)(Y )− (∇Y α)(X)
)
Z + (∇Xα)(Z) Y − (∇Y α)(Z) X
(4.7)
trR′(X, Y ) = trR(X, Y ) + (m+ 1)
(
(∇Xα)(Y )− (∇Y α)(X)
)
(4.8)
Ric′(X, Y ) = Ric(X, Y ) + (m− 1)α(X)α(Y ) + (∇Xα)(Y )−m(∇Y α)(X)
(4.9)
De´monstration: Les trois formules s’obtiennent par un long calcul direct. ✷
Proposition 4.3 Soient Φ : M → N une immersion entre deux varie´te´s
diffe´rentiables de dimension m. Soient ∇ et ∇′ deux connexions sans torsion
dans le fibre´ tangent de N .
Si ∇ et ∇′ sont projectivement e´quivalentes via une 1-forme α ∈ Γ∞(T ∗N),
alors les connexions retire´es Φ∗∇ et Φ∗∇′ sont e´quivalentes via la 1-forme
retire´e Φ∗α.
De´monstration: Soient ω et ω′ les formes de connexion sur le fibre´ des repe`res
line´aires P 1N qui correspondent aux connexions ∇ et ∇′ sans torsion. On rappelle
la 1-forme canonique θN a` valeurs dans R
m sur P 1N . Alors pour p ∈ P 1N , X ∈
TpP
1N et v ∈ Rm on a











voir [17], p.145, paragraphe 7. On peut conside´rer le pull-back de l’e´quation ci-
dessus par P 1Φ : puisque (P 1Φ)∗θN = θM et (P
1Φ)∗fα = fΦ∗α ceci montre que
les connexions retire´es Φ∗∇ et Φ∗∇′ sont projectivement e´quivalentes par rapport
a` la 1-forme Φ∗α. ✷
Le proble`me suivant me semble inte´ressant dans le cadre des prescriptions
d’ordre naturelles :
Proble`me 4.1 Soient F et F ′ deux foncteurs de fibre´s vectoriels d’ordre
1. Que peut-on dire sur l’existence et l’unicite´ d’une prescription d’ordre
naturelle ρ qui soit projectivement invariante, c.-a`-d.
ρ[∇](A) = ρ[∇′](A) (4.11)
quelles que soient les connexions ∇ et ∇′ sans torsion projectivement e´qui-






L’inspiration pour ce proble`me est venue de la conjecture suivante de
Pierre Lecomte :
Conjecture 1 (P.B.A. Lecomte) Soit b ∈ R et soient les deux foncteurs
de fibre´s vectoriels F et F ′ d’ordre 1 e´gaux a` |ΛmT ∗|b.
Alors il existe une pre´scription d’ordre naturelle qui soit projectivement in-
variante.
5 Rele`vement projectivement invariant d’une
connexion sans torsion au fibre´ principal de
densite´s
SoitM une varie´te´ de dimension m et ∇ une connexion sans torsion dans
le fibre´ tangent de M . Soit ω la 1-forme de connexion correspondante dans le
fibre´ des repe`res line´aires et ωa la 1-forme de connexion induite dans le fibre´
principal de a-densite´s M˜a pour a ∈ R, a 6= 0. On rappelle la notation Xh
pour le rele`vement horizontal a` M˜a d’un champ de vecteurs X sur M , et E
pour le champ d’Euler sur M˜a.
De´finition 5.1 Soit ∇¯ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de
M˜a. Elle est dite invariante lorsque(
LE∇¯
)
(Z,Z ′) := [E, ∇¯ZZ
′]− ∇¯[E,Z]Z
′ − ∇¯Z [E, Z
′] = 0 (5.1)
quels que soient les champs de vecteurs Z,Z ′ sur M˜a.
On rappelle que LE∇¯ est un champ de tenseurs dans Γ
∞(TM˜a ⊗ T ∗M˜a ⊗
T ∗M˜a).
De´finition 5.2 On appelle un rele`vement naturel de connexions sans torsion
pour le foncteur F˜ a une collection d’applications AM : QτP
1M → QτP
1M˜a
(pour toute varie´te´ M de dimension m) telle que
1. Pour toute immersion Φ :M → N avec dimN = m on a
AM(Φ
∗∇′) = Φ˜a∗AN (∇
′) (5.2)
quelle que soit la connexion ∇′ dans le fibre´ tangent de N .
2. Toutes les connexions AM(∇) sont invariantes.
On appelle AM(∇) le rele`vement naturel de la connexion ∇ a` M˜
a par rapport
a` A.
Proposition 5.1 Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M et µ, ν, ρ ∈
R.
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1. Alors les formules suivantes de´terminent un rele`vement naturel ∇¯ d’une
connexion sans torsion ∇ dans le fibre´ tangent de M˜a :
∇¯XhY



















h := νXh, (5.5)
∇¯EE := ρE. (5.6)
2. Tout rele`vement naturel de connexions sans torsion pour le foncteur F˜ a
est de la forme pre´ce´dente pour un choix arbitraire de µ, ν, ρ ∈ R.
La de´monstration de cette proposition est tre`s longue (surtout l’e´nonce´ de
l’unicite´) et sans importance pour la suite. On l’a donc mise dans l’appendice
C.
Nous allons montrer maintenant l’existence et l’unicite´ d’un rele`vement
naturel de connexions sans torsion ∇ 7→ ∇˜ tel que la connexion ∇˜ est pro-
jectivement invariante :
The´ore`me 5.1 Soit a un nombre re´el non nul et m un entier positif avec
m ≥ 2. Il existe un unique rele`vement naturel de connexions sans torsion
∇ 7→ ∇˜ pour le foncteur F˜ a tel que ∇˜ = ∇˜′ si ∇ et ∇′ sont projectivement
e´quivalentes. ∇˜ est donne´e par la formule suivante (dans la notation de la
proposition 5.1) :
∇˜XhY































De´monstration: D’apre`s la proposition 5.1 on n’a qu’a` e´tudier la famille de
connexions y mentionne´e. Soit M une varie´te´ de dimension m, ∇ une connexion et
α une 1-forme. Soit ∇′ la connexion (X,Y ) 7→ ∇XY +α(X)Y +α(Y )X, alors ∇ et
∇′ sont projectivement e´quivalentes. Soit Xh
′
le rele`vement horizontal du champ
de vecteurs X sur M a` M˜a par rapport a` ∇′. Soit ωa la 1-forme de connexion
sur M˜a correspondant a` ∇ et ω′a la 1-forme de connexion sur M˜a correspondant
a` ∇′. Les e´quations (3.11) et (4.10) nous donnent la formule suivante pour tout
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= ωa − a(m+ 1)τa∗α.
Puisque la diffe´rence Xh
′
−Xh est un champ vertical on en de´duit la formule
Xh
′





Fixons maintenant µ, ρ, ν et essayons de de´terminer leurs valeurs pour que ∇ 7→ ∇˜
soit projectivement invariant : Il est clair que
∇˜′EE = ρE = ∇˜EE. (5.12)




































































































































































































Les e´quations (5.13) et (5.14) montrent que ∇ 7→ ∇˜ est projectivement invariant
si et seulement si
µ = −a2
m+1
m−1 , ν =
1
a(m+1) , ρ =
1
a(m+1) ,
ce qui montre le the´ore`me. ✷
Ma motivation principale pour trouver la connexion naturelle ∇˜ dans le
the´ore`me pre´ce´dent a e´te´ l’e´tude de l’exemple ge´ome´trique suivant :
Exemple 5.1 Soit m un entier positif avec m ≥ 2, soit M˜ = Rm+1 \ {0},
soit 〈 , 〉 le produit scalaire canonique de Rm+1 et |y| =
√
〈y, y〉 la norme
associe´e, soit M la sphe`re Sm et soit τ : M˜ → M la projection radiale
y 7→ y
|y|
. Un champ de vecteurs X sur M est une application de classe C∞ de
M dans Rm+1 telle que 〈X(x), x〉 = 0 quel que soit x ∈M . Soit ∇˜ la de´rive´e
covariante canonique dans Rm+1. La connexion de Levi-Civita ∇ induite par
la restriction g du produit scalaire 〈 , 〉 a` TM se calcule par projection
(∇XY )x := (∇˜XY )x − 〈(∇˜XY )x, x〉x = (∇˜XY )x + gx(Xx, Yx)x
ou` X, Y sont deux champs de vecteurs sur M et ∇˜XY est bien de´fini sur M
parce que Xx est un vecteur tangent de M . On peut de´finir un rele`vement
horizontal Xh de X a` M˜ en demandant que 〈Xhy , y〉 = 0 et TyτX
h
y = Xτ(y).
Il en re´sulte que
Xhy = |y|Xy/|y|.
Puisque le champ d’Euler de M˜ est donne´ par Ey = y on arrive facilement
aux formules suivantes :
∇˜XhY
h = (∇XY )






h = Xh, (5.16)
∇˜EE = E. (5.17)
Puisque ∇ pre´serve la me´trique riemannienne g sur M , le champ de tenseur
trR s’annule, et pour la sphe`re –dont la courbure sectionnelle est e´gale a` 1–
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il vient que le tenseur de Ricci est syme´trique et e´gal a` (m − 1)g, voir par
exemple [15], p.204, Theorem 3.1 et p.203, Corollary 2.3. Alors on voit que




6 Rele`vement naturel projectivement invari-
ant des champs de tenseurs syme´triques au
fibre´ principal de densite´s
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable, ∇ une connexion sans torsion dans le
fibre´ tangent deM et A un champ de tenseurs dans Γ∞(|ΛmT ∗M |c⊗SkTM).
On rappelle que |ΛmT ∗M |c est isomorphe a` Hom(|ΛmT ∗M |b, |ΛmT ∗M |b+c).
Dans ce paragraphe on veut rele`ver A a` M˜a, a 6= 0, d’une fac¸on qui peut
de´pendre de ∇, mais seulement de sa classe projective.
Pour tout entier positif k et pour tout y ∈ M˜a on de´finit d’abord un
rele`vement horizontal ( )hy : S
kTτ(y)M ⊗ |Λ
mT ∗M |cτ(y) dans S
kTyM˜
a, de´fini
pour v1, . . . , vk ∈ Tτ(y)M et s ∈ |Λ
mT ∗M |cτ(y) par(











Il en re´sulte le rele`vement horizontal A 7→ Ah des sections A appartenant a`
Γ∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM) ou` Ah est un e´le´ment de Γ∞(SkTM˜a).
Lemme 6.1 On a
LEA
h = − c
a
Ah. (6.2)
De´monstration: Soit g ∈ R+. On a(















(y−1s)(vh1 y ∨ · · · ∨ v
h
k y)






d’ou` le re´sultat. ✷
Le multiple de la partie syme´trique du tenseur de Ricci Ric de ∇ suivant
sera important : soient X, Y des champs de vecteurs sur M :





Ric(X, Y ) +Ric(Y,X)
)
. (6.3)
On calcule la divergence d’un rele`vement horizontal :
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Proposition 6.1 Soient j, l deux entiers positifs et soit A ∈ Γ∞(|ΛmT ∗M |c⊗
SjTM). Alors :







Ah ∨ E∨(l−1) (6.4)
De´monstration: Il suffit de montrer cette e´quation localement : soit e1, . . . , em
une base locale du fibre´ tangent deM et soit e1, . . . , em sa base duale. On rappelle
que la 1-forme de connexion ωa sur M˜a est telle que ωa(ehi ) = 0 ∀1 ≤ i ≤ m et
ωa(E) = 1. On peut supposer que A est de la forme suivante : soit ϕ une c-densite´
locale, X un champ de vecteurs local et


















∨(j−1) + jϕ ⊗ (DivX)X∨(j−1)
+j(j − 1)ϕ⊗ (∇XX) ∨X
∨(j−2). (∗)
En utilisant la base locale (eh1 , . . . , e
h
m,E) de TM˜
a et la base duale (τa∗e1, . . . , τa∗em,
ωa) on peut calculer la divergence D˜iv en notant que
∇˜ehi
ϕ˜ = ehi (ϕ˜) = ∇˜eiϕ et ∇˜Eϕ˜ = E(ϕ˜) = −(c/a)ϕ˜
alors, avec a¯ := a(m+ 1) :


















+ la(m+1) ϕ˜ X












h∨(j−1) + jϕ˜ τa∗(DivX)Xh
∨(j−1)












+ l(j+m)a(m+1) ϕ˜ X
h∨j ∨ E∨(l−1) + l(j+l−(m+1)c)a(m+1) ϕ˜ X
h∨j ∨ E∨(l−1).
Avec l’e´quation (∗) et i(r)X∨j = j(j−1)2 r(X,X)X
∨(j−2) on arrive a` l’e´nonce´ de´sire´.
✷
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De´finition 6.1 Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m et ∇ une
connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de M . Pout tout entier positif
k et pour tous re´els a, c tels que a 6= 0 on de´finit Γ∞(SkTM˜a)−c/a comme le
sous-espace vectoriel de toutes les sections (− c
a
)-e´quivariantes B appartenant





De plus, on e´crira Γ∞(SkTM˜a)
−c/a
∇˜
pour le sous-espace vectoriel de toutes
les sections B dans Γ∞(SkTM˜a)−c/a pour lesquelles la condition suivante
soit satisfaite :
D˜ivB = 0. (6.6)
Lemme 6.2 Pour tout entier positif k et tous re´els a, c, a 6= 0, l’application
R-line´aire Ψ de Γ∞(SkTM˜a)−c/a dans Γ∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM) donne´e par











quels que soient y ∈ M˜a et β1, . . . , βk ∈ T
∗
τa(y)M , est bien de´finie.
De´monstration: Soit B ∈ Γ∞(SkTM˜a) et soit B e´quivariant par rapport a`
l’action du flot Gt du champ d’Euler E, c.-a`-d. G
∗
tB = e
−(c/a)tB quel que soit
t ∈ R ou
Byet = e
−(c/a)t(TyGt ⊗ · · · ⊗ TyGt)By
quel que soit y ∈ M˜a, ce qui est e´quivalent a` l’e´quation (6.5). Alors pour tout
y ∈ M˜a et pour tous β1, . . . , βk ∈ Tτa(y)M˜
a le membre droit de l’e´quation (6.7) ne
de´pend que du point x = τa(y) et de´finit une unique section Ak appaartenant a`
l’espace Γ∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM). On obtient ainsi une application line´aire Ψ de
Γ∞(SkTM˜a)−c/a dans Γ∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM). ✷
The´ore`me 6.1 Soient k,m deux entiers positifs et a, c ∈ R tel que a 6= 0,




| j ∈ N et 0 ≤ j ≤ k − 1
}
. (6.8)
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m.
1. Pour toute connexion sans torsion ∇ la restriction de l’application R-




sur Γ∞(|ΛmT ∗M |c⊗SkTM). On note son inverse par A 7→ A˜[∇], pour
toute section A appartenant a` Γ∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM).
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2. Soit ∇′ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de M qui soit
projectivement e´quivalente a` ∇. Alors on a
A˜[∇] = A˜[∇′] (6.9)
quel que soit A ∈ Γ∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM).
3. Soit N une autre varie´te´ diffe´rentiable de dimension m et Φ : N →M






quelles que soient la section A ∈ Γ∞(|ΛmT ∗M |c⊗SkTM) et la connex-
ion sans torsion ∇ dans le fibre´ tangent de M .
On appelle A˜[∇] le rele`vement naturel projectivement invariant de A par
rapport a` ∇.
De´monstration: Fixons une connexion sans torsion ∇ dans le fibre´ tangent de
M . Soit B ∈ Γ∞(SkTM˜a) et soit Ak := ΨB. D’apre`s le lemme 6.1 la section
releve´e (par rapport a`∇) Ahk est aussi un e´le´ment de Γ
∞(SkTM˜a)−c/a, et graˆce a` la
de´finition du rele`vement horizontal d’un champ de vecteurs, il vient que ΨAhk = Ak.
Ceci montre que l’application Ψ est toujours surjective. Alors Ψ(B − Ahk) = 0.
La de´composition de l’espace tangent TyM˜
a en somme directe du sous-espace
horizontal HyM˜
a et du sous-espace vertical VyM˜
a montre que le noyau de Tyτ
a ⊗
· · · ⊗ Tyτ
a restreint a` SkTyM˜
a est e´gal a` V M˜a ∨ Sk−1TyM˜
a. Puisque le champ
d’Euler est invariante et ne s’annule jamais sur M˜a il s’ensuit qu’il existe une
unique section Bk−1 appartenant a` Γ
∞(Sk−1TM˜a)−c/a telle queB = Ahk+Bk−1∨E.
On peut re´pe´ter le proce´de´ pre´ce´dent pour Bk−1, et par re´currence on obtient une
suite Ak, Ak−1, · · · , A0 de sections ou` Aj ∈ Γ
∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SjTM), 0 ≤ j ≤ k
telle que





∨2 + · · ·+Ah1 ∨ E
∨(k−1) + A˜0 ∨ E
∨k.
Caculons la divergence de B par rapport a` ∇˜ d’apre`s le formule de la proposition







































Alors il s’ensuit que D˜ivB = 0 si et seulement si les e´quations suivantes sont















k(k+m¯) (DivA1 − 2a¯i(r)A2) (6.13)
Graˆce a` la condition (6.8) tous les de´nominateurs dans les e´quations pre´ce´dentes
sont non nuls. On voit par re´currence que toutes les sections Ak−j, 1 ≤ j ≤ k, sont
uniquement de´termine´es par la section Ak. Alors le sous-espace de toutes les solu-
tions des e´quations (6.6) et (6.5), Γ∞(SkTM˜a)
−c/a
∇˜
, est en bijection avec l’espace
de tous les sections Ak, a` savoir Γ
∞(|ΛmT ∗M |c ⊗ SkTM) via l’application Ψ. Il








de´pend de la connexion ∇˜ qui ne de´pend que de la
classe projective de ∇. Puisque la projection Ψ ne de´pend d’aucune connexion, sa
restriction Ψ a` Γ∞(SkTM˜a)
−c/a
∇˜
ne de´pend que de la classe d’e´quivalence de ∇. Il
en est de meˆme pour son application re´ciproque A 7→ A˜[∇], ce qui montre (2).
(3) Graˆce a` la naturalite´ du rele`vement ∇ 7→ ∇˜, (5.2), montre´e dans le the´ore`me
















(ou` l’on utilise e´videmment le fait que Φ˜a est un homomorphisme
de fibre´s principaux). En e´crivant τ ′a : N˜a → N et Ψ′ pour l’application (6.7) pour







































Ψ′(Φ˜a∗A˜[∇]) = Φ∗(ΨA˜[∇]) = Φ∗A,
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et puisque Φ˜a∗A˜[∇] est un e´le´ment de Γ∞(SkTN˜a)
−c/a
Φ˜∗∇
on peut passer a` l’inverse
de la restriction de Ψ′ a` cet espace, ce qui nous donne l’e´quation e´nonce´e (6.10).
✷
On peut de´duire une formule explicite pour les sections Ak−l apparaissant
dans l’expression pour B avec D˜ivB = 0 :
Corollaire 6.1 Avec les hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent on de´finit le mor-
phisme de fibre´s vectoriels rk : S
jTM ⊗ |ΛmT ∗M |c → Sj−2TM ⊗ |ΛmT ∗M |c
pour tout 0 ≤ j ≤ k :





quel que soit Cj ∈ S
jTxM ⊗ |Λ
mT ∗xM |
c. Alors, pour tout 1 ≤ l ≤ k ou`












ou` le symbole Deg−l de´signe la projection sur l’ope´rateur de degre´ −l dans la
somme (Div est de degre´ −1 et rk est de degre´ −2).
De´monstration: On utilise re´currence sur l : le cas l = 1 est e´gal a` (6.11).

























car (Div + rk)
l est une somme de monoˆmes noncommutatifs a` deux lettres Div et
rk dont la somme du nombre d de lettres Div et du nombre r de lettres rk est e´gale
a` l, donc le degre´ d’un monoˆme de rk(Div+ rk)
l est e´gal −2−d−2r = −2− r− l ce
qui est toujours strictement infe´rieur a` −(l + 1). Un calcul simple montre le reste
de la re´currence. ✷
28
Remarque 6.1 Le cas important c = 0 satisfait toujours a` l’hypothe`se (6.8)
quel que soit l’entier m ≥ 2 et k. En particulier, pour k = 1, le rele`vement
naturel d’un champ de vecteurs X sur M est e´gal
X˜ [∇] = Xh − a(DivA)E.
Ce champ de vecteurs ne de´pend pas du tout de la connexion ∇ : soit Ft le
flot de X, alors le champ de vecteurs correspondant au flot F˜ at est exactement
donne´ par X˜ [∇].
7 Existence d’une prescription d’ordre natu-
relle projectivement invariante
Soit M une varie´te´ de dimension m, m ≥ 2, soient a, b ∈ R ou` a 6= 0
et soit k ∈ N. Pour tout y ∈ M˜a on de´finit d’abord un rele`vement ( )hy :
SkT ∗τa(y)M ⊗ |Λ
mT ∗M |bτa(y) dans S
kT ∗yM par(










Il en re´sulte le rele`vement γ 7→ γh des sections appartenant a` Γ∞(SkT ∗M ⊗
|ΛmT ∗M |b) ou` γh est un e´le´ment de Γ∞(SkT ∗M˜a). Ce rele`vement ne de´pend
pas d’une connexion.
Soit Γ∞(SkT ∗M˜a)−b/a le sous-espace des sections ζ dans Γ∞(SkT ∗M˜a)
qui soient (− b
a
)-e´quivariantes dans le sens suivant :
G∗t ζ = e
−(b/a)tζ
ou` Gt de´signe le flot du champ d’Euler E. Soit ∇ une connexion sans torsion
dans le fibre´ tangent de M . Alors l’application R-line´aire Ψ∇ suivante de
Γ∞(SkT ∗M˜a)−b/a dans Γ∞(SkT ∗M ⊗ |ΛmT ∗M |b) est bien de´finie :
(Ψ∇ζ)τa(y)
(











quels que soient v1, . . . , vk ∈ Tτa(y)M , car le membre droit ne de´pend pas de




= 0, alors a` l’aide d’un
raisonnement entie`rement analogue a` celui donne´ dans la premie`re partie
de la de´monstration du the´ore`me 6.1 on montre qu’il existent des sections
γj ∈ Γ
∞(SjT ∗M ⊗ |ΛmT ∗M |b) avec 0 ≤ j ≤ k, uniquement de´termine´es par
ζ , telles que
ζ = γhk + ω
a ∨ γhk−1 + . . .+ ω
a∨(k−1) ∨ γ1 + ω
a∨k ∨ γ0. (7.3)
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Lemme 7.1 Soit γ ∈ Γ∞(SjT ∗M⊗|ΛmT ∗M |b), soit X un champ de vecteurs





















+ a¯r(X, )h (7.6)
∇˜Eω
a = − 1
a¯
ωa (7.7)
De´monstration: Il suffit de ve´rifier ces formules localement : on peut supposer
que γ est de la forme ϕ ⊗ β∨k ou` ϕ est une b-densite´ locale et β est une 1-forme




(Y h) = (∇Xϕ)



























(E) = 0− ϕhβh(∇˜XhE)
= − 1a¯ϕ
hβ(X)h
d’ou` l’e´quation (7.4) en utilisant la re`gle de Leibniz. Les autres e´quations se cal-
culent de manie`re similaire. ✷
Proposition 7.1 Avec les notations pre´ce´dentes, on a la formule suivante
pour la diffe´rentielle syme´trique sur M˜a par rapport a` la connexion releve´e
∇˜ :




De´monstration: Il suffit de montrer cette e´quation localement : soit e1, . . . , em
une base locale du fibre´ tangent de M et soit e1, . . . , em sa base duale. On a la
formule














et en utilisant le lemme 7.1 pre´ce´dent, on arrive a` la formule e´nonce´e. ✷
Par une re´currence e´vidente on arrive au corollaire suivant :
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Corollaire 7.1 Soit ϕ ∈ Γ∞(|ΛmT ∗M |b) et k ∈ N. Alors D˜kϕ˜ est de la
forme





ou` les sections Bk−l ∈ Γ
∞(Sk−lT ∗M˜a sont invariantes par le flot du champ








ou` r ∈ N avec 0 ≤ r ≤ k − l, le nombre re´el λr ne de´pend pas de a¯, et la
section βk−l−r appartient a` Γ
∞(Sk−l−rT ∗M) est est un polynoˆme a` coefficients
rationnels en diffe´rentielles syme´triques du tenseur r.






| j ∈ N
}
. (7.12)
Alors il existe une prescription d’ordre naturelle (ρkL)k∈N projectivement
invariante pour les foncteurs de fibre´s vectoriels F = |ΛmT ∗|b et F ′ =
|ΛmT ∗|b+c.
On a la formule explicite suivante pour ρL : soit M une varie´te´ diffe´-
rentiable de dimension m, soit k ∈ N, a ∈ R \ {0}, A ∈ Γ∞(SkTM ⊗
|ΛmT ∗M |c), ∇ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de M
et ϕ une b-densite´ sur M , alors pour tout y dans le fibre´ principal des













ou` ρs de´signe la prescription d’ordre standard (voir la de´finition 1.1).
La prescription d’ordre ρL ne de´pend pas de a.
2. La conjecture de Lecomte est vraie.
De´monstration: (1) Soit Gt le flot du champ d’Euler E sur M˜
a. La fonction ϕ˜ est
(− ba)-e´quivariante et la connexion releve´e ∇˜ est invariante par rapport a` Gt d’apre`s
sa construction (the´ore`me 5.1). Il s’ensuit que les diffe´rentielles syme´triques ite´re´es
D˜kϕ˜ de ϕ˜ par rapport a` ∇˜ forment un champ de tenseurs dans Γ∞(M˜a, SkT ∗M˜a)
qui est (− ba)-e´quivariant. D’autre part, le rele`vement A˜[∇] de A est un champ de
tenseurs (− ca)-e´quivariant d’apre`s sa construction dans le the´ore`me 6.1 (qui est
possible graˆce a` la condition (7.12)). Puisque l’accouplement naturel entre A˜[∇] et
D˜kϕ˜ de´finit la prescription d’ordre standard ρs[∇˜](A˜[∇])(ϕ˜) il vient que ce dernier
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est (− b+ca )-e´quivariant. Il s’ensuit que la formule pour ρL[∇](A)(ϕ) donne une b+c-
densite´ bien de´finie. De plus, la diffe´rentielle syme´trique D˜kϕ˜ contient une seule fois
le terme (Dkϕ)h d’apre`s le corollaire 7.1 et des diffe´rentielles syme´triques (Dlϕ)h
de degre´ l < k. La section A˜[∇] commence par le terme Ah d’apre`s la formule
(6.15). Il s’ensuit que ρL[∇](A) est un ope´rateur diffe´rentiel de Γ
∞(|ΛmT ∗M |b)
dans Γ∞(|ΛmT ∗M |b+c) dont le symbole principal est e´gal A, donc ρL de´finit une
prescription d’ordre. De plus, le nombre re´el a¯ = (m+1)a n’y apparaˆıt que dans les
combinaisons (−ωa/a¯) dans D˜kϕ˜ et −a¯E dans A˜[∇]. Puisque seul l’accouplement
naturel entre −ωa/a¯ et −a¯E figure dans la formule (1.9) pour la prescription d’ordre
standard, on voit que ρL ne de´pend pas du nombre re´el a.
Par construction, la connexion ∇˜ et le rele`vement A˜[∇] ne de´pendent que de la
classe projective de la connexion ∇. Il vient que ρL est projectivement invariante.
Soit N une autre varie´te´ de dimension m et Φ : N → M une immersion. Soit
y′ ∈ N˜a et q˜′ab+c : N˜
a × R → |ΛmT ∗N |b+c la projection du fibre´ associe´. Alors,
graˆce a` la naturalite´ des rele`vements ∇ 7→ ∇˜ et (A,∇) 7→ A˜[∇] et a` la naturalite´
de la prescription d’ordre standard on a
(ρL[Φ










































ce qui montre que ρL est naturelle.
(2) Ceci est le cas particulier c = 0 de la partie (1). ✷
Dans le cas particulier ou` M est munie d’une connexion sans torsion
∇ dont la partie syme´trique du tenseur de Ricci s’annule (en particulier
M = Rm) on retrouve la formule explicite dans [23], p.182, eqs (4.13), (4.14) :
Corollaire 7.2 Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m ≥ 2,
soient b, c ∈ R tels que la condition (7.12) soit satisfaite et soit ∇ une con-
nexion sans torsion dans le fibre´ tangent de M telle que la partie syme´trique
du tenseur de Ricci s’annule.

























quelles que soient les sections A ∈ Γ∞(SkTM⊗|ΛmT ∗M |c) et ϕ appartenant
a` Γ∞(|ΛmT ∗M |b).
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avec des nombres re´els u
(k)
l , alors l’e´quation (7.8) nous donne la relation suivante







l + (2k − l + 1 + (m+ 1)b)u
(k)
l−1












k − l + (m+ 1)b
)
,
d’ou` l’on obtient la formule e´nonce´e en utilisant la formule (1.9) pour la prescription
d’ordre standard. ✷
8 Prescriptions d’ordre e´quivariantes
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable de dimension m ≥ 2, soit G un groupe
de Lie et soit Φ : G ×M → M une action de G a` gauche sur M . On e´crit
Φg pour Φ(g, ) quel que soit g ∈ G. Soit a un nombre re´el non nul. Graˆce a`
la fonctorialite´ de F˜ a, les diffe´omorphismes Φ˜ag := Φ˜g
a
de´finissent une action
a` gauche ‘releve´e’ de G sur le fibre´ principal de a-densite´s M˜a. De cette
manie`re, on obtient une action sur tous les fibre´s de densite´s.
On a le corollaire suivant du the´ore`me 7.1 :
Corollaire 8.1 Soit b, c ∈ R tels que la condition (7.12) soit satisfaite. Soit
∇ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de M . On suppose que
l’action releve´e Φ˜a de G sur M˜a laisse invariante la connexion releve´e ∇˜,
voir le the´ore`me 5.1, c.-a`-d.
Φ˜a∗g ∇˜ = ∇˜ ∀g ∈ G. (8.1)
Alors la prescription d’ordre ρL[∇] de´finie dans le the´ore`me 7.1 est G-e´qui-
variante.
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De´monstration: La G-e´quivariance e´nonce´e est une conse´quence imme´diate de
la de´finition (7.13) et de la naturalite´ (2.2) de ρL et du fait que
Φ˜∗g∇ = Φ˜
a∗
g ∇˜ = ∇˜.
✷
On voit qu’il n’est pas ne´cessaire que ∇ soit invariante par l’action de G sur
M .
Le cas particulierM = Sm avecm ≥ 2 (voir l’exemple 5.1) est inte´ressant :
Exemple 8.1 Soit M = Sm et M˜a = Rm+1 \ {0} (ou` a = 1
m+1
). Soit Φ :
Sm → Sm un diffe´omorphisme. En utilisant la section σ = |g|a/2 (voir (3.3))




Φ(y/|y|) ∀y ∈ Rm+1 \ {0} (8.2)
avec la valeur absolue du jacobien de Φ a` la puissance a,
fΦ(x) := | det(Φ(x), TxΦe1, . . . , TxΦem)|
a ∀x ∈ Sm (8.3)
ou` e1, . . . , em est une base orthonormale de l’espace tangent TxS
m. En par-
ticulier, soit g ∈ GL(m + 1,R) et soit Φg : S




gx. Evidemment, l’application g 7→ Φg de´finit une action a`
gauche de GL(m + 1,R) sur Sm dont le noyau est e´gal a` l’ensemble de
tous les multiples strictement positifs de l’application identique. Un calcul
e´le´mentaire montre que
Φ˜ag(y) = | det g|
− 1
m+1 gy. (8.4)
Ceci nous donne le
Corollaire 8.2 Soit b, c ∈ R tels que la condition (7.12) soit satisfaite.
1. Il existe une prescription d’ordre ρ sur Sm qui soit e´quivariante par
l’action du groupe GL(m+ 1,R)/R+ de toutes les homographies.
2. Il existe une prescription d’ordre ρ sur Rm qui soit e´quivariante par
l’action de l’alge`bre de Lie sl(m + 1,R) de toutes les homographies
infinite´simales.
De´monstration: (1) Puisque les diffe´omorphismes Φ˜ag sont e´videmment des ap-
plications line´aires de Rm+1, ils pre´servent donc la connexion canonique ∇˜ dans
Rm+1. Alors on peut utiliser le corollaire 8.1 pour voir que la prescription d’ordre
ρL est GL(m+ 1,R)/R
+-e`quivariante.
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(2) De l’e´nonce´ pre´ce´dent on de´duit l’e´quivariance infinite´simale de ρL par rapport
a` l’alge`bre de Lie sl(m+1,R). Puisque l’e´quivariance infinite´simale peut toujours
eˆtre localise´e a` n’importe quel ouvert de Sm, alors on obtient le re´sultat en choi-
sissant l’ouvert U := Sm \ {y0} ∼= R




Les proble`mes suivants me semblent inte´ressants :
1. Puisque la prescription d’ordre ρL[∇] sur R
m est e´quivariante par sl(m+
1,R) et une telle prescription d’ordre est unique (voir par exemple [23]),
on peut imaginer que ρL est l’unique prescription d’ordre naturelle pro-
jectivement e´quivariante entre deux fibre´s de densite´s. Pour le montrer
il faudra e´tudier les ope´rateurs naturels entre les foncteurs de fibre´s
QτP
1M × SkTM et SlTM pour l ≤ k − 1. Vraisemblablement ces
ope´rateurs se re´duisent aux contractions des de´rive´es covariantes avec
des polynoˆmes des de´rive´es covariantes du tenseur de courbure ; et on
peut espe´rer qu’ils s’annulent quand on impose qu’ils soient les meˆmes
pour une connexion projectivement e´quivalente.





| j ∈ N
}
?
pour lesquelles le rele`vement A 7→ A˜[∇] ne fonctionne plus ?
3. Les amateurs des formules explicites peuvent s’amuser a` trouver une
formule explicite pour ρL[∇] au cas ou` la partie syme´trique du tenseur
de Ricci ne s’annule pas, mais est constante : Dr = 0. Ceci est le cas
pour tout espace affine localement syme´trique ([16], Ch. XI, p.222),
ou pour une varie´te´ einsteinienne (une varie´te´ semi-riemannienne dont
le tenseur de Ricci est un multiple constant de la me´trique, voir par
exemple [15], p.293). Dans ce cas, les ope´rations Div et i(r) commutent.
4. La me´thode de relever les structures de M a` M˜a se ge´ne´ralise-t-elle a`
d’autres fibre´s naturels ? Par exemple, aux foncteurs de fibre´s F = ΛT ∗,
F ′ = Λ0T ∗ ce qui nous donne des prescriptions d’ordre projectivement
invariantes pour les ope´rateurs diffe´rentiels des formes diffe´rentielles
dans les fonctions. L’e´quivariance dans le cas Rm a e´te´ e´tudie´ dans [3]
et [25].
5. Peut-on re´soudre le proble`me analogue des structures conformes (voir
[11]) a` l’aide d’un rele`vement a` une varie´te´ plus grande ?
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A Fibre´s principaux
Soit m un entier positif et Mfm la cate´gorie des varie´te´s diffe´rentiables de
dimension m dont les morphismes sont des immersions (voir [19], p. 56). Soit
FM la cate´gorie des varie´te´s fibre´es (voir [19], p. 15) dont les objets sont des
triplets (M,π,N) ou` π :M → N est une submersion surjective entre deux varie´te´s
diffe´rentiables M et N , et dont les morphismes (Φ,Φ) : (M,π,N) → (M¯, π¯, N¯)
sont des applications Φ : M → M¯ de classe C∞ qui pre´servent les fibres, c.-
a`-d. qui induisent des applications Φ : N → N¯ telles que Φ ◦ π = π¯ ◦ Φ. Le
foncteur de base B : FM → Mf associe a` (M,π,N) la varie´te´ de base N et a`
une application de classe C∞ pre´servant les fibres l’application induite Φ. Pour
tout x ∈ N on appelle la fibre Mx la sous-varie´te´ π
−1(x) de M . Dans toute varie´te´
fibre´e (M,π,N) il existe un sous-fibre´ inte´grable naturel de TM , a` savoir le sous-
fibre´ vertical VM := Ker Tπ qui est la re´union de tous les sous-espaces verticaux
VxM := Ker Txπ, x ∈ M . Les champs de vecteurs qui ont leurs valeurs dans
VM sont dits champs de vecteurs verticaux. Soit U un ouvert de la base N , soit
M |U := π
−1(U) et pU la restriction de la projection π a` M |U . Alors (M |U , π|U , U)
est une varie´te´ fibre´e. Une section locale de classe C∞ de πU : M |U → U est une




= u quel que soit u ∈ U . Si
U = N on enle`ve l’adjectif ‘local’. On e´crit Γ∞(U,M |U ) pour l’ensemble de toutes
les sections locales de classe C∞ de π|U : M |U → U .
Un fibre´ principal (P, π,M,G) sur la varie´te´ de base M a` groupe structural G
est une varie´te´ fibre´e (P, π,M) telle que π : P → M soit localement trivial sur
M et l’espace total P est muni d’une action a` droite r : P ×G → P d’un groupe
de Lie G (a` l’alge`bre de Lie g) libre et propre telle que M soit l’espace quotient
de cette action. On e´crit pg ou rg(p) pour r(p, g) ou` p ∈ P, g ∈ G. Le champ
fondamental ξ∗ associe´ a` ξ ∈ g est le ge´ne´rateur infinite´simal de l’action a` droite,




|t=0 pour tout p ∈ P . On a la formule [ξ
∗, η∗] = [ξ, η]∗
∀ξ, η ∈ g. Le sous-espace vectoriel Vp := {ξ
∗
p | ξ ∈ g} de l’espace tangent co¨ıncide
avec le sous-espace vertical en p quel que soit p ∈ P .
Un morphisme de fibre´s principaux (P, π,M,G) → (P ′, π′,M ′, G′) est un
triplet (Φ,Φ, φ) d’applications de classe C∞ ou` Φ : P → P ′, Φ : M → M ′ et





∀p ∈ P, g ∈ G et φ est un homomorphisme de groupes de Lie.
Si S est une autre varie´te´ et ℓ : G × S → S est une action gauche de G sur
S (ou` l’on e´crit parfois gs ou ℓg(s) pour ℓ(g, s), ∀g ∈ G, s ∈ S), alors le fibre´
associe´ P ×G S a` fibre type S est de´fini par l’espace quotient de l’action a` droite








. On note la projection
P × S → P ×G S par q (et parfois par qM ). La projection τ : P ×G S → M




:= π(p). Au cas ou` S est un espace vectoriel V de
dimension finie sur R ou C et ℓ une repre´sentation de G, le fibre´ associe´ P ×G V
est un fibre´ vectoriel sur M . Soit U ⊂ M un ouvert. A chaque section locale
ϕ dans Γ∞(U, (P ×G S)|U ) on peut associer une unique application de classe C
∞,
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fϕ : P |U → S qui est G e´quivariante, c.-a`-d. fϕ(pg) = ℓ(g
−1)fϕ(p) ∀p ∈ P |U , g ∈ G,









Une 1-forme de connexion ω dans un fibre´ principal est une 1-forme a` valeurs





quels que soient p ∈ P, v ∈ TpP et g ∈ G. Le sous-espace Ker ωp =:
HpP de l’espace tangent TpP est isomorphe –via Tpπ– a` l’espace tangent Tpi(p)M
et s’appelle le sous-espace horizontal de TpP . La re´union de tous les sous-espaces
horizontaux est dite le sous-fibre´ horizontal HP de TP . Le fibre´ tangent de P
est toujours la somme directe du fibre´ vertical et du fibre´ horizontal. Un vecteur
tangent w ∈ Tpi(p)M correspond a` un unique vecteur tangent horizontal w
h(p) ∈
HpP : w
h(p) est dit le rele`vement horizontal de w a` p. Le rele`vement horizontal
d’un champ de vecteurs X ∈ Γ∞(TM), Xh, est de´fini par Xhp := (Xpi(p))
h(p). On a
Tπ Xh = X ◦ π. De plus, Xh est G-invariant, c.-a`-d. XH(pg) = Tprg X
h(p). Pour
deux champs de vecteurs X,Y on a la formule
[Xh, Y h] = [X,Y ]h − Ω(Xh, Y h)∗ (A.1)
ou` Ω(Z1, Z2) := dω(Z1, Z2) + [ω(Z1), ω(Z2)] est la 2-forme de courbure de la con-
nexion ω quels que soient les champs de vecteurs Z1, Z2 sur P .
Une 1-forme de connexion peut eˆtre de´termine´e par une section de classe C∞
d’un fibre´ QP localement trivial sur M , dit le fibre´ des connexions principales,
dont la fibre type est un espace affine modele´ sur l’espace vectoriel g⊗Rm∗ : dans
le fibre´ vectoriel Hom(TP, g) sur P on conside`re le sous-fibre´ affine τˇ : QˇP → P
de´fini par tous les e´le´ments ωp de Hom(TpP, g) pour lesquels ωp(ξ
∗
p) = ξ quels que
soient p ∈ P et ξ ∈ g. On voit que QˇP est invariant par l’action a` droite de G









v ∈ TphP et g ∈ G. Puisqu’on a τˇ ◦ rˇg = rg ◦ τˇ l’espace quotient QˇP/G := QP est
un fibre´ localement trivial sur M = P/G. Puisque toute 1-forme de connexion est
une section G-invariante de QˇP elle induit et est de´termine´e par une section de
τ : QP →M , voir e´galement [19], p.159, 17.4.
Soit (Φ,Φ, φ) : (P, π,M,G) → (P ′, π′,M ′, G′) un morphisme de fibre´s princi-
paux. Il y maintenant deux situations importantes pour ‘promouvoir’ et ‘retirer’
des 1-formes de connexion :
1. Au cas ou` Φ : M → M ′ est un diffe´omorphisme et ω est une 1-forme de
connexion sur P il existe une unique 1-forme de connexion ω′ sur P ′ telle que












∀p ∈ P, v ∈ TpP , voir [15], p. 79, Prop. 6.1.
2. Au cas ou` Teφ : g → g
′ est un isomorphisme d’alge`bres de Lie et ω′ est une
1-forme de connexion sur P ′ il existe une unique 1-forme de connexion ω =: Φ∗ω′











, voir [15], p. 81, Prop. 6.2.
Soit ℓ : G×S → S une action a` gauche de G sur une varie´te´ diffe´rentiable S et ω
une 1-forme de connexion sur le fibre´ principal (P, π,M,G). Pour p ∈ P soitHpP le
sous-espace horizontal de TpP . Pour tout s ∈ S on de´finit le sous-espace horizontal
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Hq(p,s)E de Tq(p,s)E par T(p,s)q (HpP ×{0}s). La re´union de tous ces sous-espaces
horizontaux de´finit le sous-fibre´ horizontal HE du fibre´ tangent de E. De fac¸on
analogue on montre que TE = V E ⊕HE et qu’il existe un rele`vement horizontal
( )he : TxM → HEe ou` τ(e) = x et le rele`vement horizontal X
h ∈ Γ∞(E,HE) d’un
champ de vecteurs X ∈ Γ∞(TM).
Soit S = V un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C, ℓ : G× V → V
une re´pre´sentation de classe C∞ de G et ω une 1-forme de connexion sur le fibre´
principal (P, π,M,G). Pour une section ϕ du fibre´ vectoriel E := P ×G V et un
champ de vecteurs X sur M on de´finit la de´rive´e covariante ∇Xϕ par f∇Xϕ :=
Xh(fϕ). On a la formule pour le tenseur de courbure R(X,Y )φ := ∇X∇Y φ −
∇Y∇Xφ−∇[X,Y ]φ :

















Soient e, e′ ∈ E tels que τ(e) = x = τ(e′). On de´finit le rele`vement vertical de e′ a`






Il existe toujours un champ de vecteurs canonique sur E, a` savoir le champ d’Euler
E(e) := eve :=
d
dt(e exp t)|t=0. De la meˆme manie`re on de´finit le rele`vement vertical




(e). Le rele`vement horizon-
tal Xh de X a` P , vu comme un champ de vecteurs sur P ×G via Xh(p,g) = (X
h
p , 0g),






quels que soient p ∈ P, g ∈ G. On en de´duit la formule suivante pour
le crochet de Lie de deux rele`vements horizontaux, qui est analogue a` (A.1) :







∀e ∈ E. (A.3)
Soient φ, φ′ deux sections de classe C∞ du fibre´ vectoriel E. On de´duit les formules
suivantes pour les crochets de Lie :




] = 0. (A.5)
Soit M une varie´te´ de dimension m et soit r un entier positif. Soit P rM le
fibre´ de tous les jets d’ordre r en 0 des applications f : Rm → M telles que
T0f est inversible, voir [19], Chapitre IV, p. 116. P
rM est un fibre´ localement
trivial sur M ou` la projection πr0 : P





Soit Grm de´finie par la fibre (π
r
0)
−1(0) de P rRm. Alors Grm est un groupe de Lie
dont la multiplication se de´crit par la composition des applications polynomiales







→ jr0(f ◦g) est une action a` droite de G
r
m qui donne a` P
rM la
structure d’un fibre´ principal surM a` groupe structural Grm qui est dit le fibre´ des
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repe`res d’ordre r de M . Au cas ou` r ≥ r′ la projection canonique jr0(f) 7→ j
r′
0 (f) des
jets induit un morphisme de fibre´s principaux πrr′ : P
rM → P r
′
M avec πrr′ := idM
et φ : Grm → G
r′
m e´tant la projection des jets. Il est clair que P
0M ∼= M ou`
G0m = {id}.
Pour r = 1, le jet p := j10 (f) s’identifie de fac¸on canonique a` la base P :=
(e1, . . . , em) = (T0f a1, . . . , T0f am) de l’espace tangent TxM ou` x = π
1
0(p) = f(0)
et (a1, . . . , am) est la base canonique de R
m. Le groupe de Lie G1m est isomorphe
a` GL(m,R) ou` la multiplication a` droite par g = (gij)1≤i,j≤m ∈ GL(m,R) est








mei). Parfois, le fibre´ principal(
P 1M, π10 ,M,GL(m,R)
)
est dit le fibre´ des repe`res line´aires de M . On note la
repre´sentation canonique de GL(m,R)×Rm → Rm par (g, v) 7→ gv. Soit (g, γ) 7→
gγ := γ ◦ g−1 la repre´sentation contragre´diente de GL(m,Rm) sur l’espace dual
Rm∗ de Rm. Pour deux entiers positifs k, l soit V (k,l) := Rm⊗k ⊗Rm∗⊗l, et on a la
repre´sentation de GL(m,R) sur V (k,l) par g(v1⊗ · · · ⊗ vk⊗ γ1⊗ · · ·⊗ γl) := (gv1⊗
· · · ⊗ gvk ⊗ gγ1 ⊗ · · · ⊗ gγl) ou` v1, . . . , vk ∈ R
m et γ1, . . . , γl ∈ R
m∗. Evidemment,
Rm⊗0 := R = R∗m⊗0. Alors le fibre´ associe´ P 1M ×GL(m,R) V
(k,l) est isomorphe au
fibre´ vectoriel TM⊗k⊗T ∗M⊗l. En particulier, P 1M×GL(m,R)R
m ∼= TM . De fac¸on
analogue on voit que les fibre´s SkTM , SlT ∗M , ΛkTM et ΛlT ∗M s’obtiennent en
tant que fibre´s associe´s de P 1M . On mentionne la 1-forme canonique θM a` valeurs
dans Rm sur P 1M de´finie par θM (ξ







∀p ∈ P 1M,v ∈ TpP
1M .
Soit ∇ une connexion affine dans le fibre´ tangent. On peut lui associer une
unique 1-forme de connexion ω de´finie sur le fibre´ des repe`res line´aires P 1M .
Re´ciproquement, a` chaque 1-forme de connexion il correspond une connexion affine
∇ comme de´crit ci-dessus pour le cas d’un fibre´ principal ge´ne´ral. On e´crit QτP
1M
pour le sous-fibre´ affine du fibre´ QP 1M des connexions principales de P 1M dont
les sections sont des 1-formes de connexions correspondant aux connexion sans
torsion dans TM .
Soit ω(r) une 1-forme de connexion dans le fibre´ P rM . Le morphisme de fibre´s
principaux πr1 : P
rM → P 1M induit l’identite´ sur la base M , alors on a la 1-forme
de connexion ω sur P 1M qui correspond a` ω(r) via πr1. On e´crit QτP
rM pour le
sous-fibre´ du fibre´ des connexions principales sur P rM , QP rM , qui correspondent
aux connexions sans torsion sur P 1M .
Pour chaque immersion Φ : M →M ′ ou`M ′ est une varie´te´ diffe´rentiable de di-









. Il s’ensuit que (P rΦ, P rΦ := Φ, φ := idGrm) est un morphisme de fibre´s
principaux. Dans le cas r = 1, la base (e1, . . . , em) de l’espace tangent TxM est
envoye´e a` la base (TxΦe1, . . . , TxΦem) de TΦ(x)M . Soit ω
′ une 1-forme de connex-
ion sur P 1M ′. Puisque P rM et P rM ′ ont le meˆme groupe structurel Grm on peut
construire la 1-forme de connexion retire´e ω := (P 1Φ)∗ω′ a` laquelle une connexion
∇ =: Φ∗∇′ dans le fibre´ tangent TM est associe´e. Il y a une formule plus directe
pour Φ∗∇′ : pour un champ de vecteurs X ′ surM ′ on rappelle le champ de vecteurs
retire´ Φ∗X ′ sur M de´fini par (Φ∗X ′)x := (TxΦ)
−1 X ′Φ(x) ∀x ∈M ; et pour un autre
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champ de vecteurs Y ′ sur M ′ il vient
(Φ∗∇′)Φ∗X′Φ












soient les champs de vecteurs X,Y ∈ Γ∞(TM) avec Φ∗ := (Φ
−1)∗.
B Fibre´s et ope´rateurs naturels
Un foncteur de fibre´s ou` un fibre´ naturel (voir [19], p. 138) est un foncteur
covariant F de Mfm dans FM tel que les conditions suivantes soient satisfaites :
(i) B ◦F = IdMfm (c.-a`-d. FM est l’espace total d’une varie´te´ fibre´e πM : FM →
M sur la meˆme varie´te´ M).
(ii) pour toute inclusion i : U →M d’une sous-varie´te´ ouverte on a FU = FM |U =
p−1M (U) et Fi est e´gale a` l’inclusion p
−1
M (U) ⊂ FM (localite´).
(iii) Si f : P ×M → N est de classe C∞ telle que fp := f(p, ) : M → N est un
diffeomorphisme local quel que soit p ∈ P , alors F˜ f : P × FM → FN de´finie par
F˜ f(p, ) := Ffp est de classe C
∞ (re´gularite´).
Dans [19], p.187 les auteurs montrent que la condition de re´gularite´ (iii) est super-
flue.
On e´crit FxM pour la fibre p
−1
M (x) sur x ∈ M et FxΦ pour la restriction
(FΦ)|FxM . La varie´te´ fibre´e FM est toujours un fibre´ localement trivial sur M a`
fibre type S := F0R
m, voir [19], p.139. La condition de localite´ (ii) implique que
pour toute immersion Φ : M → N (ou` dimM = m = dimN) et pour tout ouvert
i : U → M on a F (Φ|U ) = (FΦ)FM |U car Φ|U = Φ ◦ i. Soit x ∈ M . Puisqu’il
existent un voisinage ouvert U de x et un voisinage V de y := Φ(x) tel que Φ|U est
un diffe´omorphisme de U sur V , il vient que F (Φ|U ) est un diffe´omorphisme de FU
sur FV . En particulier, F de´finit un foncteur de la cate´gorieMfm dans la cate´gorie
Mfm+dimS . En outre, il s’ensuit que FxΦ est toujours un diffe´omorphisme de la
fibre FxM sur la fibre FyN .
Un foncteur de fibre´s est dit d’ordre r, r ∈ N, lorsque la condition suivante est
satisfaite pour toutes les varie´te´sM,N de dimensionm et pour tous les morphismes
Φ,Φ′ : M → N : Pour tout x ∈ M , si les r-jets en x de Φ et de Φ′ co¨ıncident,
alors FΦ|FxM = FΦ
′|FxM . L’objet FM d’un foncteur de fibre´s d’ordre r s’obtient
toujours comme un fibre´ associe´ de P rM , c.-a` d. FM ∼= P rM ×Grm S avec une
action a` gauche ℓ : Grm×S → S, voir [19], p.140. Les morphismes FΦ sont induits








quels que soient p ∈ P rM,s ∈ S.
Il est clair que tout P r, vu comme foncteur avec les de´finitions ci-dessus, est un
foncteur de fibre´s d’ordre r. Ensuite, le fibre´ des connexions principales de P rM ,
QP rM , peut eˆtre vu en tant qu’objet du foncteur de fibre´s QP r d’ordre r+1, voir
[19], p.162, ainsi que QτP
1M (pour les connexion sans torsion).
Soient F et F ′ deux foncteurs de fibre´s (d’ordre r et r′). Alors l’association





′M) et (F×F ′)Φ :=
FΦ× F ′Φ|(F×F ′)M est un foncteur de fibre´s (d’ordre max(r, r
′)).
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Un foncteur de fibre´s vectoriels F est un foncteur de fibre´s dont les objets
FM sont des fibre´s vectoriels et les morphismes FΦ sont les morphismes de fibre´s
vectoriels. Pour un foncteur de fibre´s vectoriels d’ordre r l’objet FM est toujours
un fibre´ associe´ P rM×Grm V de P
rM ou` le groupe Grm est repre´sente´ sur un espace
vectoriel V , voir [19], p.141. On voit que le foncteur tangent T et cotangent T ∗
sont des exemples de foncteurs de fibre´s vectoriels d’ordre 1.
Soient F et F ′ deux foncteurs de fibre´s vectoriels (d’ordre r et r′). Alors
l’association F ⊗ F ′ de´fini par (F ⊗ F ′)M := FM ⊗ GM et (F ⊗ F ′)Φ :=
FΦ ⊗ F ′Φ est un foncteur de fibre´s vectoriels (d’ordre max(r, r′)). En outre, l’as-
sociation Hom(F,F ′) de´finie par le fibre´ vectoriel Hom(F,F ′)M dont la fibre en
x ∈ M est donne´e par Hom(F,F ′)xM := Hom(FxM,F
′
xM) et par l’application






un foncteur de fibre´s vectoriels (d’ordre max(r, r′)).
Soit F un foncteur de fibre´s, Φ : M → M ′ une immersion entre deux varie´te´s
de dimension m et soit ϕ′ une section de classe C∞ du fibre´ FM ′. Alors la section












On va maintenant donner une description des ope´rateurs diffe´rentiels en termes
de fibre´s de jets : Soient τ : E → M et τ¯ : E¯ → N deux fibre´s sur deux varie´te´s
M et N de dimension m. On note par JkE la ke`me prolongation jet du fibre´ E,
c.-a`-d. l’ensemble de tous les k-jets des sections locales de E, voir [19], p. 124. Au
cas ou` E est un fibre´ vectoriel alors JkE a la structure d’un fibre´ vectoriel sur M .
Soit Φ : E → E¯ un morphisme de fibre´s (vectoriels) tel que l’application induite Φ
est une immersion. En conside´rant les jets d’ordre k on obtient un morphisme de
varie´te´s fibre´es JkΦ : JkE → JkE¯, voir [19], p.124. Alors Jk est un foncteur dans
la cate´gorie FMm des varie´te´s fibre´es (meˆme des fibre´s vectoriels) dont les bases
sont de dimension m et les morphismes induits sur la base, Φ, sont des immersions.
Il s’ensuit que pour tout foncteur de fibre´s F d’ordre r la composition Jk ◦ F est
un foncteur de fibre´s d’ordre k + r, voir [19], p.144.
Soient F et F ′ deux foncteurs de fibre´s. Un ope´rateur naturel A : F ❀ F ′
est de´fini par la suivante : Pour chaque varie´te´ diffe´rentiable M de dimension m
il y a une application AM : Γ
∞(FM) → Γ∞(F ′M) telle que pour toute section
ϕ ∈ Γ∞(FM) on a les condition suivantes :
(i) Pour tout diffe´omorphisme Φ :M → N il vient
AN (FΦ ◦ ϕ ◦ Φ
−1) = F ′Φ ◦ AMϕ ◦ Φ
−1.
(ii) Pour tout ouvert U ⊂M : AU (ϕ|U ) = (AMϕ)|U (localite´).
(iii) Pour toute varie´te´ M1 et pour toute application ψ :M1×M → FM de classe
C∞ telle que pour tout z ∈ M1 l’application ψz := ψ(z, ) est une section de FM
il vient que l’application M1 ×M → F




(x) soit de classe
C∞ (re´gularite´).
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Un ope´rateur naturel A : F ❀ F ′ est dit d’ordre k lorsque pour toute varie´te´
M de dimension m il existe une application AM : J
kFM → F ′M (dite l’appli-




. Les AM sont en bijection
avec les transformations naturelles du foncteur Jk ◦ F a` F ′, voir [19], p.144. Pour
les ope´rateurs naturels d’ordre k on peut reformuler les conditions (i) et (ii) par
l’e´quation suivante : pour toutes varie´te´s M,N de dimension m, pour toute im-




Dore´navant, soit M = N . Tout ope´rateur diffe´rentiel D ∈ D(E,E′) d’ordre
r correspond uniquement a` une section Dˇ du fibre´ Hom(JrE,E′) en de´finissant
Dϕ := Dˇ(jrϕ) quel que soit la section ϕ ∈ Γ∞(E). Il s’ensuit que si E et E′
sont les objets FM et F ′M des foncteurs de fibre´s vectoriels F et F ′, alors le
fibre´ vectoriel Hom(JrE,E′) est l’objet Hom(Jr ◦ F,F ′)M du foncteur de fibre´s
vectoriels Hom(Jr ◦ F,F ′).
C De´monstration de la proposition 5.1
1. La varie´te´ M˜a est un ouvert de l’espace total Ea du fibre´ |ΛmT ∗M |a, et le
sous-fibre´ horizontal HM˜a de TM˜a de´finie par la 1-forme de connexion ωa co¨ıncide
avec la restriction du sous-fibre´ horizontal HEa de TEa induit par celui de´fini par
la 1-forme de connexion ω sur P 1M . Donc les restrictions a` M˜a des rele`vements
horizontaux Xh et Y h de X et Y a` Ea co¨ıncident avec les rele`vements horizontaux
Xh et Y h. Soient ϕ,ϕ′ ∈ Γ∞(|ΛmT ∗M |a) et ϕv, ϕ′v leurs rele`vements verticaux en
tant que champs de vecteurs verticaux sur Ea. Il s’ensuit que les formules suivantes
de´finissent une connexion ∇ˇ dans le fibre´ tangent de Ea, voir par exemple [19],
p.410, Proposition :
∇ˇXhY





h = 0, ∇ˇϕvϕ
′v = 0.
Puisque la torsion de ∇ s’annule la torsion de ∇ˇ restreinte a` M˜a est e´gale a`
Tor∇ˇ(X
h, Y h) = [X,Y ]h − [Xh, Y h]



















sans torsion. On voit aise´ment que
∇ˆXhY






tandis que les trois autres termes qui de´finissent ∇ˇ ne changent pas. L’e´quation
∇ˆϕvX
h = ∇ˇϕvX
h = 0 implique que ∇ˆVX
h = 0 pour tout champ de vecteurs
vertical, alors, en particulier, pour V = E on a 0 = ∇ˆEX
h = ∇ˆEX
h. Puisque les
rele`vements horizontaux sont invariants on a
0 = [Xh,E] = [Xh,E] = ∇ˆXhE− ∇ˆEX
h = ∇ˆXhE− 0 = ∇ˆXhE.
Finalement, l’e´quation ∇ˆϕvϕ
′v = ∇ˇϕvϕ
′v = 0 implique que ∇ˆV ϕ
′v = 0 pour tout
champ de vecteurs vertical, alors, en particulier, pour V = E on a 0 = ∇ˆEϕ
′v. Le
flot Ft de ϕ




, tandis que le
flot du champ d’Euler s’e´crit Gt(y) = e
ty quel que soit y ∈ Ea. Par conse´quent,





, alors le champ retire´ est de la forme
G∗t (ϕ
v) = e−tϕv , donc
∇ˆϕvE = ∇ˆϕvE− ∇ˆEϕ















On voit que l’e´quation en re´sultant ∇ˆϕvE = ϕ
v reste vraie pour tout champ de
vecteurs vertical V , alors ∇ˆV E = V , en particulier, pour V = E il vient ∇ˆEE = E.
Alors la connexion ∇ˆ, restreinte a` M˜a, se re´crit de la fac¸on suivante :
∇ˆXhY





E, ∇ˆXhE = 0,
∇ˆEX
h = 0, ∇ˆEE = E.
Toute autre connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de est e´gale a` la somme de
∇ˆ et d’un champ de tenseur syme´trique W appartenant a` Γ∞(TM˜a ⊗ S2T ∗M˜a).
Puisque les valeurs de Xh et et E en tout y ∈ M˜a engendrent l’espace tangent
TyM˜
a ce champ W peut eˆtre de´finie sur les champs de vecteurs Xh et et E. En
de´finissant W (Xh, Y h) := µτa∗
(
Ric(X,Y ) + Ric(Y,X)
)
E, W (Xh,E) := νXh et
W (E,E) := (ρ − 1)E, on voit que ∇¯ est une connexion sans torsion bien de´finie
dans le fibre´ tangent de M˜a.
Pour l’invariance de ∇¯ il suffit de ve´rifier que le champ de tenseurs LE∇¯ s’annule
sur les rele`vements horizontaux et sur le champ d’Euler : masi ceci se voit facile-





sont invariantes par le flot de E parce qu’elles ne
de´pendent pas de la fibre sur tout point x ∈M .
Soit Φ : M → M ′ une immersion dans une autre varie´te´ diffe´rentiable M de
dimension m. Soit ∇′ une connexion sans torsion dans le fibre´ tangent de M ′ et
soit ∇ := Φ∗∇′ la connexion retire´e. Pour montrer la naturalite´ de ∇ 7→ ∇ˆ on
observe que la diffe´rence de connexions Φ∗∇′− Φ˜a∗∇ˆ de´finit un champ de tenseurs
syme´trique B dans Γ∞(TM˜a ⊗ S2T ∗M˜a). Donc, pour ve´rifier qu’il s’annule, il
suffit de le ve´rifier sur les champs de vecteurs retire´s Φ˜a∗X ′h
′
(ou` X ′ est un champ
de vecteurs sur N et ( )h
′
E de´signe le rele`vement horizontal par rapport a` ∇′) et
le champ d’Euler E′ de M˜a retire´, Φ˜a∗E′. Puisque Φ˜a est un morphisme de fibre´s
principaux il vient Φ˜a∗E′ = E et Φ˜a∗X ′h
′
= (Φ∗X ′)h ou` ( )h de´signe le rele`vement
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horizontal par rapport a` ∇. De plus, le tenseur de courbure R de ∇ est e´gal au
tenseur de courbure retire´ R := Φ∗R′ du tenseur de courbure R′ de ∇′. Il en est
de meˆme pour le tenseur trR et le tenseur de Ricci Ric. En notant X := Φ∗X ′,
Y := Φ∗Y ′ pour un autre champ de vecteurs Y ′ sur N et τ ′a pour la projection






















































































Pour les autres combinaisons (Φ˜a∗X ′h
′
,E) et (E,E) on fait un calcul analogue.
Alors l’association ∇ 7→ ∇¯ est un rele`vement naturel de connexions quels que
soient les nombres re´els µ, ν, ρ. En particulier, ∇ 7→ ∇ˆ l’est aussi.
2. Toute autre connexion sans torsion ∇◦ sur M˜a qui de´finit un rele`vement na-
turel de connexions est e´gal a` la somme de ∇¯ et d’un champ de tenseur syme´trique
C appartenant a` Γ∞(TM˜a⊗S2T ∗M˜a). C peut eˆtre de´fini sur les rele`vements hori-
zontaux et le champ d’Euler et doit eˆtre invariant. Soit Gt le flot du champ d’Euler
E, et soient Z,Z ′ des champs de vecteurs invariants sur M˜a (par exemple Xh ou





= Cyet(TyGt Zy, TyGt Z
′
y) = Cyet(Zyet , Z
′
yet)
quels que soient y ∈ M˜a, t ∈ R. Puisque τa ◦ Gt = τ
a, l’application de Tyetτ
a
a` cette e´quation montre que Tyτ
aCy(Zy, Z
′
y) ∈ TxM ne de´pend pas de la fibre
y sur x = τa(y). Pour le choix Z = Xh, Z ′ = Y h on voit que cette expres-
sion de´finit un champ de tenseur C1[∇] appartenant a` Γ
∞(TM ⊗ S2T ∗M) par





y ). Pour le choix Z = X
h, Z ′ = E on






et pour le choix Z = Z ′ = E on obtient un champ de vecteurs C3[∇] sur M . On










h sont des champs de vecteurs verticaux invariants, alors ils sont
des multiples invariants du champ d’Euler. A l’aide d’un raisonnement analogue,
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on trouve une 2-forme syme´trique C4[∇] appartenant a` Γ
∞(S2T ∗M), une 1-forme
C5[∇] appartenant a` Γ
∞(T ∗M) et une fonction C6[∇] ∈ C
∞(M,R) telles que la

















h + τa∗C6[∇] E
Quand on examine la naturalite´ de l’association ∇ 7→ ∇◦ comme dans la premie`re
partie de cette de´monstration on voit aise´ment que –graˆce a` la naturalite´ de ∇ 7→
∇ˆ–que les associations ∇ 7→ Ck[∇], 1 ≤ l ≤ 6, de´finissent des ope´rateurs naturels
C1 : QτP
1M ❀ T ⊗ S2T ∗, C2 : QτP
1M ❀ Hom(T, T ), C3 : QτP
1M ❀ T,
C4 : QτP
1M ❀ S2T ∗, C5 : QτP
1M ❀ T ∗, C6 : QτP
1M ❀ S0T ∗.
Dans [19], p.239, Example 28.7, on trouve la de´monstration pour le fait que C4 est
proportionnel a` la partie syme´trique du tenseur de Ricci. Les autres cas se font
d’une manie`re similaire : on note d’abord que tous les ope´rateurs Cl, 1 ≤ l ≤ 6
sont d’ordre fini r, voir [19], p. 207, Proposition 23.5 et p. 208, 23.6 Examples.




m dans un GL(m,R)-module Vl 1 ≤ l ≤ 6, qui soit G
r+2
m -





GL(m,R)), voir [19], p.145, Theorem. Dans notre cas, on a V1 = R
m ⊗ S2Rm∗,
V2 = Hom(R
m,Rm), V3 = R
m, V4 = S
2Rm∗, V5 = R
m∗ et V6 = R (module trivial).
D’abord on ve´rifie l’homoge´ne´ite´ des fl a` l’aide des homothe´ties s1 ∈ GL(m,R) ∈
Gr+2m quel que soit s ∈ R :
fl(sΓ0, s
2Γ1, . . . , s
r+1Γr) = s
alfl(Γ0,Γ1, . . . ,Γr)




m. On a a1 = 1,
a2 = 0, a3 = −1, a4 = 2, a5 = 1 et a6 = 0. Dans les cas l = 2 et l = 6 il
vient d’apre`s le the´ore`me de la fonction homoge`ne (voir [19], p.213) que C2 et C6
sont d’ordre 0 et que f2 et f6 sont constantes a` valeurs GL(m,R)-invariantes, ce
qui nous ne donne que C2[∇] = ν1 (le champs de l’homomorphisme identique)
et C6[∇] = ρ1 (la fonction constante e´gale a` 1). Pour l = 3 la seule solution est
e´gale f4 = 0, d’ou` C3[∇] = 0. Pour l = 1 et l = 5 il s’ensuit que r = 0 et f1,
f5 sont homoge`nes d’ordre 1, donc line´aires. Graˆce a` l’invariance de f1 et f5 par
le nilradical du groupe G2m (qui agit par translation) il s’ensuit pour le jet d’une
connexion sans torsion Γ0 ∈ R
m ⊗ S2Rm∗ que fl(Γ0) = fl(0) = 0 pour l = 1, 5.
Alors C1[∇] = 0 et C5[∇] = 0. L’e´nonce´ sur C4 est de´duit du the´ore`me 28.6, p.238,
[19] de la re´duction aux sous-espaces de courbure. Ainsi l’unicite´ de la famille a`
trois parame`tres µ, ν, ρ de rele`vements naturels de connexions sans torsion pour le
foncteur F˜ a est de´montre´e.
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